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THEORIE DES CHAMPS CONTINUS BILINEAIRES. 



INTRODUCTION. 

Il est fait un constant usage, en Mécanique et en Physique mathématique, 
du mode de représentation de certains éléments physiques à l'aide d'un 

vecteur. 

Les cas d'empio! du vecteur sont tellement nombreux et tellement divers, 
qu'on est arrivé à édifier une théorie vectorielle renfermant, sous forme 
de données analytiques, les divers théorèmes d'analyse qui intéressent la 
représentation géométrique à l'aide de vecteurs. 

Actuellement, les théories des systèmes de vecteurs ou systèmes de seg- 
ments (') et les propriétés des champs continus de vecteurs (*) sont 
devenues classiques, et sont enseignées indépendamment des applications 
qui ont donné naissance à ces théories. 

Nous nous proposons d'étendre cette méthode didactique qui facilite sin- 
gulièrement l'étude des sciences appliquées, en réunissant sous forme de 
théorie analytique un grand nombre de théorèmes concernant les champs 
continus bilinéaires que nous avons classés en champs bilinéaires symé- 



<•) H. KceNiGS, Leçons de Cinématique, Théorie des segments. Paris, llerniann; 1897. 
{>) M. Appell, Court de Mécanique ralionnelUtT. \U, CLap. XXVIil. Paris, Gauthier- 
Villars; 1903. 
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triques ou quadratiques et en champs bilinéaires symétriques gauches 
ou tourbillon/mires. 

\ oîci ce f[nc nous entendons par champs bilincaires : 

Considérons Je vecteur V cl ses projections V„ V, et V» sur les trois axes 
rectangulaires Ojc, oy et oz. 

Va étant la projection de V sur la direction (a) faisant avec ox, oy, 
ciuz des angles dont les cosinus directeurs sont a,, a„ a,, on a 

La connaissance de V revient à celle de V^pour toutes les directions (a); 
\,t est une fonction linéaire cl homogène par rapport à a,, a^, «,. 

Par extension, on pourrait étudier la fonction générale homogène et du 
deuxième degré par rapport aux cosinus des deux directions (a)et(P) : 

Nous avons appelé V^p : fonction générale d'un champ bitinéaire; 
celui-ci devient un champ symétrique ou quadratique lorsque 

y,:=V.„ V^=V„, V,j=V,^, 

et un champ bilinéaire symétrique gauche ou tourbillonna ire lorsque 

V,^ — V, , = V.. - O, V, ; = — V:,., V„ = — V^;, V,j- = - V, ,. 

Avec ce point de départ, l'étude des champs cojitinus bilinéaires peut se 
poursuivre d'une façon absolument abstraite. Elle se présente sous la forme 
d'une généralisation de la théorie des champs de vecteurs; par exemple, la 
représentation des fonctions Y^^ se fait à l'aide d'une quadrique (n° 22) ou 
surface du second degré, au Heu de se faire à l'aide d'un segment rectilîgne ; 
la notion de la résultante géométrique (n" 28) et du produit (n" 29) de 
deux segments est aussi très naturellement étendue au cas des champs 
bilinéaires. Par contre, certaines données nouvelles, telles que les vecteurs- 
pressions (n" 19) et le vecteur-force (n° 26) qui n'existent pas dans la 
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ihéoricdu champ do vecteurs, résultent de la forme plus compliquée de la 
fonction V„p. 

Les applications des champs hilinéaires ne sont pas moins imporlanlos 
que celles des champs de vecteurs. 

En principe, chaque fois que l'on rencontre en mécanique ou en physique 
mathématique une représentation d'éléments à l'aide de quadriqucs, on a «ne 
application des champs bilinéaircs. 

La théorie dont nous avons établi les bases facilitera tout naturellement 
l'étude de ces applications. Il suffira de reconnaître qu'un élément se pré- 
sente sous la forme d'un champ quadratique ou d'un champ tourbîUonnaire, 
pour que toutes les propriétés que nous avons rassemblées dans la lliéorie 
leur soient applicables. 

On évitera ainsi d'inutiles répétitions de démonstrations; celles-ci pour- 
ront d'ailleurs gagner en généralité, car, dans chaque cas particulier, elles 
sont faites souvent à l'aide des données particulières de la question. L'expo- 
sition pourra aussi gagner en concision et en clarté. 

Nous avons cité, dans la deuxième Partie de notre travail, quelques 
exemples très connus et des plus divers, où les résultats de la théorie des 
champs continus hilinéaires sont mis largement à contribution. 

Par exemple, l'étude de la variation de l'accélération dans un milieu con- 
tinu en mouvement dépend de champs quadratiques et de champs tourbil- 
lonnaires. En renouvelant quelque peu l'exposition de la ([uestion, nous 
avons pu établir incidemment quelques théorèmes, peut-être originaux, 
concernant la cinématique des milieux continus. 

De même, dans un milieu soumis à des actions moléculaires, la distri- 
bution des pressions se fait sous la forme d^un champ quadratique. Nous 
donnons, en toute rigueur, des démonstrations nouvelles de résultats connus 
dus pour la plupart à Cauchy. 

La conception des champs hilinéaires nous a aussi permis de former en 
quelques instants l'équation du mouvement de la chaleur dans les corps 
bétérotropcs indéfinis, dans l'hypothèse du rayonnement particulaire de 
Fourier. 

Enfin, nous avons encore introduit la théorie des champs hilinéaires dans 
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4 V. TAKbEUREN. 

IV'liide de l'attraction centrale exercée par un milieu continu limité. Nous 
y avons rencontré, comme cas particulier au point de vue analytique, le 
ralcul et la représentation des moments d'inertie d'un milieu matériel. 

On voit que les applications des champs continus bilinéaires sont sufli- 
samnient nombreuses et variées pour justifier l'utilité de la théorie que 
nous avons tenté d'édifier. 

ISous avons innové dans celle-ci quelques notations (|ue nous nous 
sommes efforcé de rendre aussi concises et aussi intuitives que possible. 
Peut-être ces notations rendmnt-elles qiielciues services. 



l'^n terminant cette Introduction, qu'il nous soit permis d'adresser nos 
plus vifs remerciements à MM. Appell, Houssinesq et Kcenigs, professeurs 
à la Faculté des Sciences de Paris, et Cuvelier, capitaine-commandant du 
(iénie, professeur à l'Kcole militaire de Belgique, qui ont bien voulu nous 
{guider dans nos recherches. 
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TIIËORIS DES COAMPS CONTINUS BILINAIIKES. 

PREMIÈRE PARTIE. 

THÉORIE. 
CHAPITUE I. 

GËHABALITËS sur les CHIMPS DE TBCTBUBS ET US CHAIPS BILINCAIRBS. 



I. — Représentation des dérivées partielles du premier ordre d'une 
fonction de trois variables indépendantes. — Généralisation : champs 
continus de vecteurs. 

i . Considérons une fonction continue 
*(^, y. =) 

de 3 variables indépendantes xyzy celles-ci étant les coordonnées d'un point 
(|uelconque M de l'espace par rapport aux axes rectangulaires fixes oxyz. 
Soit Qxfyz' un autre système d'axes orthogonaux fixes, ox' faisant 
avec oic, oy et oz des angles dont les cosinus sont (a) : a^aja,; oy' des 
angles dont les cosinus sont ((3) : p,p,p,; oz' des angles dont les cosinus 

sont(Y): y.YjT»- 
On a les relations 

(0 ■.y = «i-r'-H |3,/+ y,5', 

( s zz «j^' + pj^y' + yiO'. 

D'où l'on tire en dérivant partiellement par rapport à x (notations de 
.Tacobi) 

àx ^ dy ^ di _ 



D'ailleurs 
et par suite 



dx' 



ôx' dx dx' dy dx' ds dx' 
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2. On peut représeoter ^, de la manière suivante : 
Considérons le vecteur V dont l'origine esl au point M (x, y, z) et don t 

les projections sur les axes de coordonnées sont ^t ~ et — ■ 
, . . dx dy rfs 

La projection de ce vecteur sur ox' est 



D'après (2), cette projection esl donc -t-j- 

La valeur absolue maxima de 3-; esl obtenue pour la direction ox' con- 
fondue avec celle du vecteur V. 
l'our cette direction on a 



àx dy dz .y\di)^\d^)^\Tz) 



vWHfïwiy- 



5. En chaque point de l'espace existe un vecteur analogue au vecteur V 
du point M. 

L'ensemble de ces vecteurs V constitue un champ confina tle vecteurs 
dérirant d'un pote ni tel ^. 

4. Généralisation. — Considérons trois fonctions continues de i-, y 
ct=; V„V,elV,. 

Imaginons en cliaquc point de l'espace le vecteur Y dont les projections 
sur ox, oy et oz sont V,, V,. et V,. 

L'ensemble des vecteurs V constitue ainsi un champ de vecteurs général, 
^x) '^y> ^z ic dérivant plus d'une fonction potentielle. 

La projection de V sur la direction (a) est donnée par la formule fon- 
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tfamontatc linéaire en *,, a„ a, : 

(3) Vi^V^«, + Vr«, + V»a,. 

La valeur absolue maxima de V^ correspond encore à la direction (a) du 
vecleur V. 
On a alors ■ 



" V, " 



^V'+Vj4- V| 



V„=d:v/VJ-4-V^ + V,î. 

îi. Les systèmes de vecteurs et les champs de vecteurs jouissent de 
nombreuses propriétés qui sont devenues classiques actuellement ( ' ). 

Nous allons rappeler les définitions suivantes dont nous ferons un con- 
stant usage. 

6. Champ de vecteurs résultants. — Considérons une série de chahip 
de vecteurs A, B, ..., K. 

La formule fondamentale de chacun d'eux donne en chaque point de 
l'espace 

Ba = B,a, ~H Bj.oc,+ B;a„ 



Faisons la somme de ces relations et posons 

2Aa = V„, 2A,....= V„ 2Ar = Vy, 1\,. 

Nous trouvons 

et l'on écrit V = A-+-B-+-...+ K. 



( ■ ) Consulter à ce sujet : 

KwNios, Leçont de Cinématique, Théorie dei segmeals (Parii, Hermann, 1897); 
AppBiL, Court de Mécanique rationnelle, T. I et fil, Chap. I et XXVHI (Paris, Gauthier- 
Villars). 
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8 M. TANbBUHBN, 

V, est donc la composante générale d'un vecteur V que nous appellerons 
vecteur du champ résultant des champs composants A, li, . . . , K. 

En chaque point de l'espace, le vecteur V est la résultante géométrique 
des vecteurs A, U, ,.., K. 

7. Pi-oduit de deux champs de vecteurs. — Considérons tes deux 
champs de vecteurs A el V; en chaque point de l'espace, l'expression 

(4) Â X V =3 A,V,+ AyV, + A,V, 

est invariante avec le choix des axes orthogonaux de projection. En effet, 
(a), (p), (y) étant trois directions perpendiculaires entre elles, en dévelop- 
pant l'expression (A» Va 4- Ap Vp -i- A^ V^) à l'aide de la formule fondamen- 
tale des champs A et V, on trouvequ'ellcseréduità(Aa,Vj; + Aj \'j -h AjV;), 
si Ton tient compte des relations connues 



On peut encore vérifier que A x V est le produit de la grandeur d'un 
des vecteurs par la projection sur sa direction de l'autre vecteur; pour 
cette raison, A x V est appelé produit des vecteurs A cl V. 

V X V sera le produit principal du vecteur V; il est égal au carré de 
la grandeur absolue de ce vecteur, puisque 

VxV = {V,)'+(Vy)' + (V\)'. 
Remarquons encore que si 

Â=Ai+r,+..., v=v^-i-vi-H.... 

l'on a identiquement 

Â X V ^ (â;+ Ai-!-. . .) X ( v;+ v;+. . .) 

8. Moment de deux champs de vecteurs. — Considérons le vecteur M 
dont les projections sur les axes oxyz sont données par les formules sui- 
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vantes 

(5) j My=3V,A;.-V^A., 

( Mî-VJAj,-VyA;,. 

On peut démontrer que la projection de M sur une direction quel- 
conque (a) peut s'écrire 

(VpA^-V^Ap), 

les trois directions (a), (P) et (y) étant perpendiculaires entre elles. En 
développant Vp, Ay, V^et Apparla formule fondamentale (3), on trouvera, 
en effet, 

Vp At - V^A^ = M«a, -t- My«, + M=«,. 

Traçons par le point M un vecteur équipollent à A, puis, parrextrémilé 
de celui-ci, un vecteur équipollent àV. Dans ces conditions M est le morne»/ 
du vecteur V par rapport au point M. Nous dirons encore que M est le 
moment du vecteur V dans une position définie par le vecteur A ( ' ). 

A l'aide de (5), on trouve les relations 

(m X Â) = M,A^ + Mr Ay + M, A= = o, 

( M X V ) = M^ V, + My Vy + M, V; - o, 

qui prouvent que les vecteurs M et A, M et V son t perpendiculaires entre eux . 



II. — Représentation des dérivées partielles du premier ordre d'un champ 
de vecteurs. 

9. Dérivées partielles dans le système d'axes oxyz. — Les neuf déri- 
vées partielles des composantes d'un champ de vecteurs sont les suivantes : 

d\^ dVy dV, dV^ dV, dVy àVy dV- ^V- 
dx dy dz dy dz ' àz dx* dx' dy 



(■) Nous ne pouvons malheureusement pas définir M comme le moment des deux vec- 
teurs V et A, cette définition étant dé]i utilisée dans un autre sens dans la théarie des 
segments. {Voir, par exemple, Kcenigs, loc. cil,, p. i.) 
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Nous allons utiliser les notations suivantes : 



1 ld\, i)V,\ dV, 
Aj.v * dy)'' dy 


- Vjy, 


I /c)V, <)V,\ ()V. 


= ^ =.. 






,/,)V ,)V,\ 




i/<)V, .nv\ „ 












Kt-^)-"- 




On a identiquement 




V,.- V„, V,.= V,„ 


v„= 


T,= = -T„, T„ = -■!■„, 


T„ = 




dV, 

iy 


^=V.,-HT,„ ^' = V„ + T„, 


dj; 



10. Dérivées partielles dans un système d'axes quelconques. — Con- 
sidérons les deux syslèmes d'axes ortliogonaux ox^y^z^, et ox^y^z^ définis 
par les substitutions ortltog^onales (a)(a')(a''), (P)(p')(p") par rapport au 
système d'axes oxyz. 

On peut écrii'e la valeur de Vp en prenant comme variables indépen- 
dantes, soit xyZf soit x^ya-a- 

On en conclut les relations 

dVp _ àV^ dx_ ^ <>y_ <JVp ds 
à~c^ dx àxa dy Oxa as d^a 
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CONTINUS 


B1L1^£AIRES 


mais 


l'on a 












X = K 


J-<,+ 


''lU+' 


=«. 






y = a 


x„ + 


.;>•.+ « 


5«, 






s — «, 


^« + 


«IjC^» 


-""' 


d'où, 


par 


dérivation partielle, 








(6) 






«.+ 


<)Va 





' La dérivée -T-6 est donc déterminée sans ambiguïté par la connaissance 

des dérivées partielles par rapport au système d'axes oxyz et par la direc- 
tion (a) de ojTa. 

Dans ces conditions posons d'une façon générale, étant données les deux 
directions quelconques (a) et (p), 

V —'-(^ tJVA 
'" ~ a \ drp (Jxa / 

Ces définitions donnent 



V ^i/'î^ + ^U— ". 
T -'('^-'^\~o 

Calcul de^- — Formule fondamentale d'un champ bilinéaire déri- 
vant d'un champ de vecteurs. 

11. De la formule fondamentale des champs de vecteurs on tire 
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En dérivant partiellement en x, y et z, on obtient 











ày 


P.+ 


f^. 


ày 








.(Vf, 
d7" 


dz 


?■ + 


î'^ 


+ ?-' 


et par suite 


dans (6) 












,. 


dVf_ 









C'est la formule fondamentale d'un champ bilinéaire dérivant d'un 
champ de vecteurs \. 

Nous étudierons ce champ bilinéaire en passant par rintermédîaire des 

fonctions Vp^ et T^ qui composent -p^- 

Calcul de Vap en tosCTiON de Vj.j,\'jj,V„Vj,V-j, et V^j. — Formule fon- 
damentale des champs bilinéaires quadratiques dérivant d'un champ 
de vecteurs. Divergence. 

12. On peut obtenir ;r-^.en permutant dans (7) les indices a et p. 
On en tire par addition 

v.,= i('^ + ^) 





(JV, „ dVy 


d\. 












^-^"'^'-^ -57'* 


^•*w 


«.P. 










-Kt-t> 


«■?.+« 


?.) + 






«.|3,+ ",P.) 




-Kt-^') 


»,p.-h'i.Pi), 








ce que 


:'on peut donc écrire 












(8) 


V,3-V„«,I3,+ \V,« 


■ |3. + V„ 


«.P. 








+ V^,(«,p. + «. 


|3.) + V„ 


(«.P. 


+ «,P.) 


+ V„(« 


?.+ «..|3.)i 
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c'est \di formule fondamentale du champ bilinéaire quadratique, déri- 
vant d^un champ des vecteurs; elle' donne V,p en fonction des six fonc- 
tions V„V,.,V„ V,,V„V^r. V„f, ne dépend donc pas de T,,T,^T^j.. 

Dans le cas où les direclions (a) et (P) sonfconfondues, la formule (8) 
devient 

(9) V„.= V„«J4-V^yaî + V,=aî + a(Vr,«,«,+ Y„«,«,+ V,y«,a.). " 

On peut remarquer que le développement (8) est la forme polaire du 
développement (9). 
On a 

13. Divergence. — Évaluons la somme V = Vaa + V^p -h V^^. 
On obtient à i'aide de la formule fondamentale (9) 

V = V„ + Vp^+ V^= V„(«î + pî + yî ) + \^^{<x\ + Pi + yî ) 

Si les trois direclions (a) (P) et (y) sont orthogonales, les relations sui- 
vantes sont vérifiées : 

aî + pî + yî= I, aia»+i3ip, + y,î'» = o. 

U vient donc 

V ^ V„+ Vfi3+ Vy^= V„ + Vyj.+V„. 

La valeur de V est donc indépendante du choix des directions orthogo- 
nales(a)(P)(Y). 
V est appelée la divergence du vecteur V. 

Calcul DE T„p EN fonction deT^jT^Tj-j. — Formule fondamentale des 
champs bilinéaires tourbillonnaires dérivant d'un champ de vecteurs; 
vecteur-tourbillon . 
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14. On obtient à l'aide de (7) 



ce qui peut s'écrire 

(.0) T,p = T^,(«,l3,-«,?.) + T,,(«.p.-«,p,) + T^r{«.?.-«.pL); 

c'est \a formule fondamentale du champ tourhillonnairc dérivant du 

champ des vecteurs V. 

On voit (jue T^p n'est fonction que de T^^, T-j; et T^.^. 

15. Vecteur-tourbillon. — Les directions (a) et (p) étant perpendicu- 
laires entre elles, soient (f) les cosinus directeurs de la normale à leur 
plan, tracée dans le sens tel que l'on a 

?'. P. 

yt 'h y» 

Dans ces conditions les relations suivantes sont vérilices 

yi-«i|3,-«,i3.. 



Par suite dans (10) 
(■«) T,p = 

Tap est donc alors la composante suivant la direction (y) d'un vecteur T 
dont les projections sur ox, oy et oz sont respectivement T^^, Tjj-, Tj.j. 
Ce vecteur T est appelé le vecteur-tourbillon du vecteur V. 
On peut vérifier que la divergence du vecteur-tourbillon est nulle. 
On a en effet 





= îL5î(lfc 





^àz\àr 



^ j I ^= o identiquement. 
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III. — Qénèralisation. — Champs continns bilinéaires quadratiques 
et tourbillonnaires. ' 

16. — Dans les formules fondamentales (8) et (lo), les fonctions V^^^» 
^r/î Vjit ^jz> "^ixt ^j/) Tj.j, T„, Tj^j, sont unies par certaines relations, 
car elles dérivent du champ des vecteurs V. 

On peut imaginer la généralisation suivante : 

Considérons neuf fonctions de xyz continues et absolument indépen- 
dantes A,, Aj, ..., A,. 

Étant données deux directions (a) et (p), écrivons h formule fonda- 
mentale homogène du deuxième degré par rapport aux six cosinus direc- 
teurs des deux directions (a) et (P) 



(la) 



t Aap— A,«,|3, + A,«,|3,+ A,a,(3, + Ata,|3, 
l -kA,«,|3,4-A,«,i3,-i-A,«,|3,+ A,«,P, 



L'ensemble des fonctions A^p constituera les éléments d'un champ continu 
bilinéaire [deux lignes : (a) et (P) j. 

Faisons correspondre à la fonction A^p, le déterminant fonctionnel à 



A, A, A, 



obtenu de la manière suivante : 

On écrit la formule (12) en groupant les termes en a,, 1X3, a,, et en 
ordonnant chaque coefficient par rapport à p,, pj, ^j, 

A«p^«,[A,p, + A,[3, + A,l3,]-i-a,[A,p, + A,i3.+A,p,] + a,[A,l3,+A,|3,-HA,|3,]. 

Les éléments de la première, de la deuxième et de la troisième ligne de A 
correspondent aux coefficients de a,, a, et a,. 

Lorsque le déterminant A est symétrique, on dira que le champ bilinéaire 
correspondant est symétrique ou quadratique. 

Les conditions à remplir sont les suivantes : 

A,r=A„ A, = A,, A, = A,. 
Le champ est dit quadratique, car il est défini complètement par la 
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forme quadratique suivante : 

dont À est aussi le déterminant fonctionnel. 

Lorsque le déterminant 4 est symétrique gauche, on dira que le champ 
bilinéaire correspondant est symétrique gauche ou tourbillonnaire. 

Conditions à remplir : 

A,= A,^A, = o, 

A.= -A„ A, = -A„ A.= -A,. 

Le champ est dit tourbillonnaire, car un vecteur de projections A, et A, 
et A, sur les axes ox, oy, oz suffit pour le déterminer complètement. Dans 
le cas où Je champ bilinéaire dérive d'un champ de vecteurs V, ce vec- 
teur (A, A, As) est le vecteur- tourbillon du vecteur V. 

17. On peut toujours faire correspondre à un champ bilinéaire 
quelconque un champ quadratique et un champ tourbillonnaire qui le 
déterminent complètement. 

Posons en effet 

P»P= 3 CAap+ Apa). Tap= - (Aap— Ap»). 

Cette définition nous donne 
et 

Aap=Poip-t-Tnp. 

Les fonctions P^p et T^p déterminent donc A^p. 

On tire en particulier pour les directions des axes, à l'aide de (12) : 

A„=P^r=A,, Aj.y=IVy=A„ A===P„=A„ 



A„=P„-4-T„-A„ 


A„=P„+T„=A„ 


A„=P,, + T.,: 


A„=P„+Ï.,= *„ 


A«=P«+T„=A„ 


*«=P«+T,.- 


P,.= j(A.+ A.). 


P„= j(A. + A,), 


P»y=î(A.+ A,) 


T,,=;(A.-A,) 


T„=i(A,-A,), 


f„= j(*.-A.) 
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Pap est la foncUon générale d'un champ quadratique et T^p celle d'un 
champ tourbillonnaire. 
On trouve, en effet, à Taide de (12), 

P«p=i(Attp + Apa) = A,«il3i-i-A,«,|3,4-A,a,|3, 

+ ^CA» + A.)(«ip.+ «,?.)•+ ^{A. + A,)(a,;3, + a,?,) 
+ i(A,-HA,)(«,p,-h«ï|3,),. 
ce qui peut s'écrire 



{'3) 






C'est bien la formule fondamentale d'un champ biliuéairc symétrique. 
De même, 

Tc.3= ^ (Aap-A{te)= ^ {A,-A.)(a.P,- «,P.) 

+ i (A.-A,)(«.|3.-«,p.)+ ^ (A,-A,){«ii3.-:«,?,) 
ou bien 

c'est la formule fondamentale d'un champ bilinéaire symétrique gauche. 

18. A l'aide des formules fondamentales (i3) et (i4)> nous allons étu- 
dier en détail les champs quadratiques et les champs tourbillonnaïres. 
Nous distinguerons un champ quadratique par la notation suivante : 



(lettre P du champ surmontée de deux barres) et un champ tourbillon- 
naire par la notation 

T 
(lettre T du champ surmontée d'une barre et d'un demi-cercle). 
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CHAPITRE II. 

fiTtlVE ntS CHAMPS C0KTINU3 BILIHtÂlIBS SIlGTBIQUES 00 QOADIATIQUES. 



I. — Vecteiirs-Pression. 

19. Considérons le champ quadratique P défini par la formule fonda- 
mentale 

.. |P«p-P„«,?. + P„.«,?,+ P.=«.?,+ P,,(«,?, + a.^O 

^' I +P«(«.?.+ «.?.) + Pxr(«,|3, + «,^,. / 

Nous allons démontrer le ihéorème suivant : 

TuËORÈKE. — Pour toutes les directions (fl), Ips fonctions V^^ peuvent 
être regardées comme les projections sur les directions (P), d'un même 
vecteur Pa de l'espace. 

La formule fondamentale donne, en effet, 

l'«3=: (P«a, + P.ya, + P,=a,)?, 

+ (P..='.+P=,3E, + P„a,)?.. 

D'après la formule fondamentale des champs de vecteurs, P^p est donc 
la projection sur la direction (p) d'un vecteur Pa qui a pour projections, 
sur o.Vy oy et oz, les expressions 

P«a.-t-P^r«i-+-P«a.. 

P=.«l + Pv«, + P=:«,. 

D'après la formule fondamentale du champ P, ces expressions peuvent 
s'écrire P^j, P^^ et P,;. 

On a donc 

P„p^p„p, + Pa,p.+ P„p,. 
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20. Définitions. — Le vecteur l*i est appelé pression au point M dans 
la direction (et). 

La projection de ?„ sur la diieclion (a) est la composante normale de 
la pression. Elle vaut Paa- 

La projection de P, sur le plan perpendiculaire à la direction (a) est la 
composante tangentielle de la pression. 

21. Théorème. — Les pressions, dans deux directions (a) et (—a) 
directement opposées, sont des vecteurs égaux et directement opposés. 

On tire, en effet, de la relation fondamentale (12), 

P-,,= -I»<.<., 
P_as=-Pap, 

Les projections de P_a et P» sur trois directions quelconques, par 
exemple perpendiculaires entre elles, étant égales et de signe contraire, ces 
deux vecteurs sont égaux et directement opposés. 

22. Représentation des pressions autour d'un point. — On peut, 
comme on sait, représenter les pressions autour d'un point à l'aide de qua- 
driques ('). Nous citerons ici la quadrique directrice. 

Menons par M trois axes MXYZ parallèles à oxyz, et portons sur la 
direction (a) un segment MQ dont la grandeur est donnée par la relation 

H étant une quantité positive et le signe + ou le signe — étant choisi sui- 
vant que Pj^ est positif ou négatif. 

Les coordonnées (X, Y, Z) du point Q sont données par les relations 

(3) X_ Y ^ Z ^ H 



<<) Voir, par eiemple, à ce sujet ; Appell, Mécanique, T. III, p. lag et suivantes. Nos 
pressions n'ont pas le sens physique suivant lequel ce» vecteurs sont habituellement dillinis. 
Mais la représentation géométrique qui nous intéresse iet est la même. 
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On obtient le lieu du point Q en éliminant a,, a,, a, de la relation fon- 
damentale ( I ) donnant ?„„ 4 l'aide des relations (3). 
On est ainsi conduit aux quadriqucs conjuguées 

L'ensemble de ces quadriques constitue la quadrique directrice des 
pressions normales. 

On peut démontrer que l*a est perpcndiculaiiv au plan diamétral con- 
jugué de la direction (a) dans la quadrique directrice. 

Le sens de Pa est déterminé par le signe de Pn,, et la grandeur de ce 
vecteur par celle de sa projection Paa sur la direction (a); on voit donc que 
la quadrique directrice détermine complètement la pression totale P^. 

23. Directions et pressions principales. ~ Les trois directions ortho- 
gonales des axes de la quadrique directrice sont telles que les pressions 
suivant ces directions se réduisent à leurs composantes normales : pour les 
directions des axes, les plans diamétraux conjugués sont en effet perpen- 
diculaires à ces directions. 

Les axes de la quadrique directrice constituent les directions principales 
en M, et les pressions correspondantes sont lespressions principales; 

Rapportée à ses axes, Téquation de la quadrique directrice prend ta 
forme 
(4) P«X*+ P„Y'+ P„Z»^ ±H'. 

24. Pression cubique et pression moyenne. — Par une démonstration 
identique à celle de l'existence de la divergence du vecteur V (n* 13) on 
peut prouver que la somme des trois pressions normales (PaB+ Ppp-+- Pyj) 
correspondant à trois directions (a) (P) (y) perpendiculaires entre elles est 
invariante avec le cboix de ces directions orthogonales. 

Elle vaut donc aussi la somme des trois pressions principales. 

Nous la noterons P et nous rappellerons pression cubique au point M. 

Le tiers de la pression cubique sera Impression moyenne en M. 

25. Champ quadratique complémentaire. — Considérons un champ 
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quadratique P, Pop étant la composante générale de la pression et P la 
pression cubique. 
Posons 

(5) Pi|, + P.|i = P(a,p, + «,?,+ «.,^). 

Nous allons démontrer que P„fl est la composante générale de la pression 
dans un champ P' que nous appellerons champ quadratique complémen- 
taire du champ P. 

A l'aide de la formule fondamentale des champs P, on peut écrire, en 
effet, dans (5) ; 

Pis = (P., + P„+P.=)(«,|3, + a,|3, + «.?.) 

- [P„«,P, + P„=.,?,+ P„=.,P,+ P„(=t,P>-l-«.P=) 

+ P„(«.P, ^ «, ?.) + f „<.'•% + "MZ. 
ou bien 



(6) 



1 Pip = (P„ + P„)«,p,+ (P„ + P„)a,p,+ (P„ + P„)a.p. 



P„(«.|3,+ «.?.)- P„(«t.?, + -,|3.)- P-,(«,P.+ ».3.)- 
Mais on peut tirer de (5) 

Pia+P.i = P(«"! + a! + =iî) = P. 
Si (a), (P) et (y) sont trois directions orthogonales, on en conclut 

Pia + Paa = P =^ Pai + Pp? + ^Vf 

D'où 

p-„=p,p + p„, 

et, en particulier, 

Pi, = P,, + P„, 
P'„ = f-.. + P„, 
p;, = p„ + p„. 

D'un autre côté, (a) et (P) étant deux directions orthogonales 

Pi? + P.p = P(«,?i+ «.?.+ «.3.) = o, 

Pip = -P.p. 
en particulier 

p;,,=-p,„ 
p;-=-p^, 

p;, =— P,y. 
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On en conclut enfin dans (G) 

P;? -^ P;^ai?L + P;^«,3,4- Pl.«,|3,4- P^,(a,|3, + a,p,) 

CVst bien la formule fondamentale qui démontre l'existence du champ 
quadratique P'. 

II. — Vecteur-Force. 

26. Définition. — Considérons le champ des vecteurs-pression P^. 
L'eur divergence a pour expression 

■^ àx dy dz 

De même, la divergence des vecteurs P^ est 

j _dP^ <>P^ («V 
^~ âx dy ai 

et celle des vecteurs P, 

, dP,^ f)P„ dP„ 
(7.C d/ tf; 

On peut construire !e vecteur I de l'espace dont les trois projections 
sur ox, oy et os sont I^, I,. et I^; nous l'appellerons vecteur-forœ au point 
considéré. 

Théorème. — La projection de I sur la direction (a) est la dii^er- 
gence !„ du champ des vecteurs P». 
On a par définition 



^<JP» , dP,r ^ dl*^ 
dx dy Oz 



La formule fondamentale des champs quadratiquas donne 
Pa,= P„a, + Py^a,+ P„a,. 



D'où 



<*P«x _ 'JPx:r 
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et de même 


OP^r àP,y_ . dPyy_ , OP,y 

dy <*/ ^/ "Ir 




<>P„ _ (>P^, _ . ()P,.: _ , (JP„ 



On obtient par addition 

c'est la relation fondamentale prouvant que !„ est la projection du vec- 
. leur I sur la direction (a). 

27. TuÉORËME. — La résultante, géométrique des vecteurs-force du 
champ V et de son champ complémentaire P' e*^ le vecteur dérivant du 
potentiel P, pression cubique du champ P. 

En effet, I et 1' étant les deux vecteurs- force considérés, on a 
, _ àP„ <)P^, dP^: 



y_àP^ <)P^ dp'., 
'^ dv dy tiz 

Par suite 



i*+i;^ 



. «^(P.x+Plr^) , d(P^y-i-V^y) â(Pj.,-hP'^,) 



dx dy Os 

Mais d'après la relation (5) (n" 2») on a, en chaque point de l'espace, 





P^3 + P^; - 0. 


Il vient donc 






'-■-^• 


emême 






..-;=^. 




>=--^- 


e théorème est donc démontré. 



Digitized by 



Googk 



M. VANVBUKEN. 



III. — Champ quadratique résultant. 

28. Considérons une série de champs quadratiques A, B, 
formules fondamentales 



Faisons la somme de ces relations et posons 

5A„...=P„, ■ ..., lA^,... = P^y. 

Nous obtiendrons 

Pap est donc la fonction générale d'un champ quadratique P, que nous 
appellerons champ résultant des champs composants A, B, . . . , K. 
On établira aisément les propositions suivantes : 

I. La pression P» dans le champ résultant est la résultante géomé- 
trique des pressions A^, ..., Kji, suivant la même direction (a.), dans les 
champs composants. 

IL Le vecteur-force du champ résultant est la résultante géométrique 
des vecteurs-force des divers champs composants. 

Nous noterons symboliquement 



XV. — Produits de champs quadratiques et de champs de vecteurs. 

a. Produit de deux giiahps quadratiques A et P. 

29. Généralisons la notion de produit de deux champs de vecteurs A et 
V (n" 7) en appelant produit de deux champs quadratiques A et P, 
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l'expression 

II nous faut montrer pour cela que la valeur de ( A x 1*) ne change pas 
lorsqu'on substitue, aux axes oxyz, un système quelconque de trois direc- 
tions orthogonales (a), (P) et (y). 

On peut écrire 

A,,P„+A33p^3+ATjP^^+3(A3Tppr+-^rxPï=^A.3p,^) 

=(A„Pa,+ A,3P,3-HA>^Paï) + tA3,p3x + A,5BPp3-t-A3TP3T) 

= (A,xPa+ApxP^ + ATxPT) (d'après le n" 7). 
On peut écrire ensuite 

Aï X P, + Ap X Pp -I- Ay X Py 

= (Ao^Pax -t- A„-P,y -+- A„P„) + ( Ap^Pp^ + Ap, Ppj + Af,.Pt,= ) 
+ (AT^Pï^ + Ay,Py^-(-Ay=Py=) 

— (A,,P^,-i-A^pP,3+A^yP^,)H-(A..,Pj.a + AjpP^p + A,yP,.y) 

+ {A,,P„4-A;pP33 + A:ïP.ï) 

= Â^xp;-+-"À^xl^.+ÂTxK 

= (A^,P^^-<- A;.j P,. 4- A^=P,.)-H(A..^P,^ + A,, Pj.. + Aj.;P,-,) 

-H(A„P„4-A;_,.P=., +A;;P;;) 

^ A.«P« + A^P,., + A;=P:, + a(Aj.;P,, + A=,P;. + A^, P,, | 

— A x P . 

c. 0. Y. n. 
Cette démonstration nous donne le théorème suivant : 

Théorème. — (a), (p), (y) étant trois directions orthogonales, on a 

A X P = Â^ x i^ H- Â^ x Pp + Â^ X ï\ . 
Remarquons encore que l'on a, par définition, 

Âx P = PxÂ. 
Enfin, on a identiquement 
Si A — A, + A,+ , . . + At, 
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ÂxP= Â7î^-+-Â^F,+. 


.-+-.V,x \\ 


^T,K-{-T,K+ 


.+ aIxK 






+ Â^t\ + \i.T>i-t-. 


.+X.xF* 


. Dt'finidons. 





1' X P oBl le produit principal ilii champ (|uadralîquc P. 

I' X I*' est le produit comphhneniaire Hh cliainp quadratique P. 

TnÉonfME. — La soniiue du produit principal et du pi-oduit complénii'n- 
fnire d'un r.hamp quadratique est t'^ale au carré de la pression cuhiqui' 
du champ. 

On a en effet 

P X F = F,i l'^, -4- Vyy ^y, 4- P„ P:= + 3 ( p , , Pj^; + P^ P„ + P„ p,, ), 

p X F= i'„PU+ Pj,p;,-H p^=p:, + a(P^.p;, + ivi'U-i- ïV*:..) 



PX P + PxP'=P^^(P^^+P:,,) + P„(Pj.^+P;^)-l-t»;;(P::+P'..) 

+ aP,i(p,=+p;j-i-aP^(Pj,+p;^)+3P^_,(p^, 4-p;,). 

l^a relation (î) (ii" 2o) donne 

W^ + K^ = i'> V -t- P;,. = V,, 4- \K, = P . 

p„ -H p'„ = p^ + p:^ ^ p^, -H p;,. - o. 

IVoù _ „ _ 

PXP+"PXF=^(P„+P,, + P:;)P ^(P)'. 



h. PnODUlT U'US CHAMP DE VECTEIRS B ET d'uN Cir.VMP QUAIIRATIOIIE P. 

31. lî X Paestle produit du vecteur B et de la pression P^dans le champ 
quadratique P. 

Théorème. — U x P» est la projection sur la direction (a) d'un vec- 
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Uutf H X P rf(? Vespace que nous appellerons ic, vficteur du produit du 
champ B el du champ V. 

Nous avons en cffot, par déiinition, 

B X ï»^ = B^ V^ -h B, l'a, + B= f «;. 

D'où, à l'aide de la formule fondamentale des champs quadratiques, 

BxlV=B^(IVx!',-f-l^> «.+ !*««,) + Bj(P,,«.+ P„ «.+ !%;«,) 

^{B^P„+BvP,j-HBJ»,;)a, + (B^Pj^+B,.l',.+ B:P,3)=(, 

+ ( B^ P::^ + B, P,, -1- B= P=; ) or, 

= (îï X ï^îa, + (B X P7)a,-i- ( B X ÎT)»,. 

C'est la relation fondamentale des champs de vecteurs prouvant que 
li X l'a est la projection sur la direction (a) d'un vecteur que nous no- 
tons iï X P. 

32. Si B est te champ quadratique qui dérive du champ des vecteurs li, 
nous appellerons vecteur principal du produit des champs lî el 11 le vec- 
teur B X B. 

5.>. Divergence du vecteur B x P. — Nous obtenons 



.XBxP^) dlBxP,) , ^>(BxPJ 






ÙJC ^ dY àz 






='q=^-=^-%]-».[^-1f-^ 


-=] 




=-=[%-f^-1f]-t->-f'"-t 


P== 


-(t-f)" 








= H,l,+ B, 1, + B:h+ ll„l'„ -1- B„ !•„ + B„P„ 






+ 2(B„P„+ B,-,l>„+ U„P„) 






= (Bxi) + CBxP). 







verf'ence 



du vecteur du produit B x P est donc égale au pn 
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finit B X 1 <^u vecteur B ei du vcct<;ur~force 1 du champ P, augmenté du 
produit MxV du ck^mp P et du champ quadratique B dérivant des vec- 
teurs B. 

r. Produit des pressions de deux ch.vmps o-^adratiques A et 1*. 

."îi. htant donnes les deux champs A el P, développons la valeur tréiié- 
ralc du produit AaPp de deux pressions quelconques A, et Pp. 
Nous obtenons 

Â^ X P^= A„ Pp, + Aaj I»p^ + A„ l>p: 

-(-(Aj.^a.-l-A_,_,5(,+ A_..:»,)(l'_,^3i+l%,3,-i-r,:3,,) 
+ (A:^3t, + A;.vai-+-A::a,)(P„3,+ V-.>pi+y=-.p^) 

= {A,^P^^-l-A^.iV, + A^:l',:)3t,,S,-(-(A,^IV+--^-'ï*J'+A,J»^:)a,^, 
+ (A„P^ H- A,. P=, + A.:l',: );«,?, 

+ (A„P:^.+ Aj-,l':,-+A,;l>;:l3(,^,+ (A:^P.:,-hA:.P„ + A::P.:)3;,.3, 
+ (A^P„+A;,I»,, + A::P,.,);(,^.+ (A..-1';,+ A,.P:, + A^3P:.)2,,3, 

+ (A„P.-^-hA^,Pv» + A^;Pj-;):t,;3,+ lAj,,P^^+A,,.l^,.+ A,,;P.;):(i?,. 
re qui peut s'écrire 

i â;ï^=(â;p;)2.;3.+(â7î\)^,?,h-(;a^pî)=(,33 
i7' ■. +(Â;p;}:<,^,+ (Â;p.ja,?,+(Â,p;j:(,3,+(A;i^)a,^, 

( +(A^P,)«,;3,-t-(Â;.P^)a,;5„ . 

Ajl'i se présente donc suivant la fonction générale homof^ène du soronJ 
dojrré eu (a) et (|3) d'un chatiip bitinéaire. 

55. Définition. — Si le cliamp A se confond avec le cliamp P, nous 
■•i\i\>Mti['ons proi/uiis principaux des pressions du champ P les produits tels 
([ne PaPp; puisqu'on peut y permuter a et |3, P^ x Pp est I» fonction géné- 
rale d'un champ quadratique des produits principaux des pressions du 
champ P; nous noterons P x P ce nouveau champ quailratique. 
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On a 

-rïvï':{aï?,+«,|3,) + r;p;(«,3,+«,?,)-i-p;ïv(a,?,-i-«,|3,). 

56. 7'héoriïhe. — La quadrique directrice du champ P x P admet 
les mêmes directions principales que la quadrique du champ P. 

Celte derniî're c'Uinl rapportée à ses axes, on a 

Mais alors on peut vériBcr que l*jP. — P^P^, = PjPj. = o. On a en eifot 

La quadrique directrice du cliamp P x P est donc aussi rapportée à ses 
axes. 

37, Thkorèmr. — La quadrique directrice du champ P x P est 
toujours un ellipsoïde. 

Celte quadrique étant rapportée à ses aies, son équation est (n" 23) 



Les produits Pj-Pj, PjP^ d PjPi se réduisent aux trois carrés (Pj-j)", 
(Pj.j.)', (Pj,)', il sont donc tous les trois positifs, et (8) considérée avec le 
signe -+- est bien l'équation d'un ellipsoïde. 

38. La quadrique directrice du champ P x P pourrait être utilisée 
pour représenter les valeurs absolues des pressions P,. Dans cette qua- 
di'ique, le vecteur de direction (a) détermine en cflel PaPa, c'est-à-dire 
(Paj)'-t-i,l'aj)'+(l^aj)'. Carré de la grandeur absolue du vecteur P,. 

30. Définition. — .\ûus appellerons produits complémentaires des 
pressions du champ P les produits tels que PoPp d'une [iression Pa du 
champ P et d'une pression P, du champ complémentaire P'. 
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TnÉOHÈME. — On pt'ul permuter les iiitliees a et fl dans l'al'îj c'esl- 
à-dirc quf; l'on a 

l'oPp est donc la l'onction générale d'un champ quadratique des pro- 
duits compléincnf aires des pressions du champ P; nons noterons P x P' 
ce nouveau cliamp quadratique. 

On a en cITet, d'après les données du n" 23, 

= — l\..P^ — IV'V ■+■ P..:(P^x + P..J ) 

= — ( p, :c 1'=^ + p, , P=.. -!- P.. : P== ) + P.. = ( Px.r -t- Vyy + P^; )• 

D'où l'on conclut 

(9) p;K+ïvî\=p.,= xP. 

On obtiendrait de niéuic 
ce qui prouve que 

On démontrerait de même 

Par suite, ta relation (7) qui convient ici devient 

'" ! +"ÎSPU=<>?>+ ==.?.) + prpi7(«>?.+='^?.)+p^p;(a,;5, + a,^,), 

elle montre donc (|ue 

C. 0. F- II. 

40. On a d'ailleurs aussi 

p^p^^r P:,.rP:,,+ p^>p;, -t- p^îp;,: 

~ P„X p - (P„P.„-t- P:r, P*j + P,= P^:). 
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D'où 

(11) îs^iv+i^l^^i>„i'. 

Mémos relations poui- 1*, cl Pj. 

Avec (9) et ( 1 1 ) on obtien l ainsi, dans (10), 

î\ï^~-[p7T^ai?. + -..-t- i*riM =<.?.+ ^ii^, 

ce qui peut s'écrire 



1*=^?+ IM'3=^ I*pl'«+ 1*P''»= P X P»!i- 
Celte formule très élégante relie les fonctions correspondantes do! 
champs P x P et P x P'; elle se rapproche exlrènienicnt de la formule cju 
relie les fonctions correspondantes des champs P et P' (n" *Zd) 
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CHAPITRE ML 
Etude nrs craxps continus BrLi.vtAiRER svaErniQUES gauchbs ou tourbillonnaiies. 



I. — Vecteur-tourbillon. 

41. Le champ tourbitlonnaire T est déterminé par la formule fonda- 
mentale 

Le champ tourbillonna ire possède des propriétés en grand nombre sem- 
blables à celles des champs quadratiques, propriétés que nous allons 
passer rapidement en revue. 

Théorème. — Les directions (ix) et (^) élanl perpendiculaires entre 
elles, Tap est la projection, sur une direction (y) perpendiculaire au 
plan (a)(^), d'un vecteur de l'espace appelé vecteur-tourbillon du 
champ. 

On peut reproduire ici la démonstration du n" 13^ la direction (y) étant 
déterminée par la relation 

(a) ?i P. 

On a 

II. — Vecteurs -pression. 

■42. Théorème L — Pour toutes les directions (P), les fondions T^^ 
peuvent être regardées comme les projections sur les directions (fl) 
d'un même vecteur Tj, de l'espace. 

On tire, en effet, de la formule fondamentale (r), 
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et Ton a . 


( T„«., + T„«, = T„, 


(« 


JT„'. + T„«,= T„, 




1 T„t>, + T„«, = T„. 


Par suite 





Tap= Talp, 4- Ta.ri3, + T„(3„ 
formule fondamentale qui prouve que Ta^ est bien la projection sur la direc- 
tion (P) d'un vecteur T^ de l'espace. 

T« est \apression dans le champ tourbillonnaire T suivant la direction ( a); 
elle se décompose comme dans le champ quadratique en pression normale 
et pression tangentielle. 

Théorème II. — La composante normale de la pression T» est nulle. 
Dans la formule fondamentale on a en efTet identiquement 

Taa^O. 

Théorème III. — La pression T, «<? réduisant à sa composante tangen- 
tielle, celle-ci est perpendiculaire au vecteur-tourbillon T. 
Il nous faut prouver pour cela que 

T^T = Ta;sT;^:4- TayT„+ Ta:T,j.=:: O. 

D'après (4) : 
T\f=(Ty^a,4-T„a,)Ty; + {T,j.«, + T,j.a,)T„+(T„a,-i-Tj.,«,)Txj- 

Comme l'on a 

cette expression est identiquement nulle. 

45. Construction de la pression T,. — La connaissance du vecteur-tour- 
billon détermine complètement la pression Ta. 

Voici comment on peut construire Ta à l'aide de T : Menons une direc- 
tion (p) perpendiculaire au plan T et (a); (y) étant alors une direction 
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perpendiculaire à (a) et (P) satisfaisant à la relation (a) (n"-!!), la compo- 
sante Tap de Ta sera égale en grandeur et en signe à la projection de T sur 
la direction (y), d'après (3)(n'' 41). 

Mais d'après le lliéorômclll (P) est la direction même de T^; la compo- 
sante T^p est donc le vecteur T, lui-même. 

III. — Vecteur-force. 

44. Théorème. — La divergence !„ du vecteur P, est la projection sur 
la direction (a) d'un vecteur 1 appelé vecteur-force du champ T. 
On a en effet 



.,= 


-Tir* 




â 


il(T„..,+ T„ 


',) 


<IT, 




de 




dx 






",+ 




<n. 


_<T,. 




i)T„ 



Par suite 

, /in,, <n,.\ im,- iiï„\ idrt-_, ()T-,a 
OU bien encore, puisque T„ = T^^ = T-; = o, 

ce qui démontre le théorème. 

IT, — Champ tourbiUonnaire résultant. 

45. En faisant la somme des formules fondamentales de divers champs 
tourbillonna ires composants, on obtient la formule fondamentale d'un 
champ tourbiUonnaire résultant, dans lequel la pression et le vecteur- 
force sont les résultantes géométriques des pressions correspondantes et 
des vecteurs- force dans les champs composants. 
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V. — Produits de champs tourbiUonnaîras. 

46. Examinons le produit des pressions dans deux chumps tourbillon' 
naires A et T. 

Nous trouvons 

A^T^= Aou.Tt„+ Ao.j.T„-4- A«T,; 

+(A^,«, + A,.= «.)('^=?.-I-T,..p,) 

A«Tp= {A,,.T,j-+A«T,= )a,3,+ (A^=ï,: + A,-,T,.}«,?, 

+ ( A^Tj;,-*- A;;fT:j-)a3?,+ AjVr=*«i?i+ A:^Tj.,a,p, 
-t-A„.ï,^a,|3, + A^,T./a,|3,+ A„T,:a,|3,+ A.v;T^îa,|3,, 

ce qui peut encore s'écni-e, puisque A„ = A,j. = . , . = T;; = <>, 

AaTp est encore la fonction générale d'un champ bilinéuire. 

47. Le produit principal des pressions Taïp est donné par la formule 

C'est la formule fondamentale d'un champ quadratique. 

Rapportons celui-ci à un système d'axes oxyz tel que ox soit confondu 
en direction avec Je vecteur-tourbillon T. 

On a alors 

et la formule fondamentale du champ devient 
La quadrique directrice du champ est donc le cylindre 

dont la section droite est un cercle tracé dans un plan pcrpcndtcutairc au 
vecteur-tourbillon . 
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CHAPITRE IV. 

PERFECTIONS DES CHAMPS BlUNSllKES. 



I. — Perfections des champs de vecteurs. 

■48. Lorsqu'un champ de vecteurs V dérive d'un potentiel $, on pour- 
rait dire qu'il y a une certaine perfection du champ de vecteurs V. 

On pourrait justifier cette expression en remarquant que le potentiel * 
a constitué le point de départ de la conception du champ de vecteurs 
quelconques V, dans notre mode de généralisation du n" 4. 

Dans le cas du potentiel, le champ de vecteurs V dépend de la connais- 
sance d'une seule fonction $. 

Dans un cas moins particularisé, le champ de vecteurs dépend de deux 
fonctions 9 et ']/. 

v-»g. v,=,g. v.=,g. 

Nous appellerons : 

Champ de vecteurs V,, cas du potentiel $; 
Champ de vecteurs V,, cas des fonctions ç et t}'; 
Champ de vecteurs V,, cas général. 



II. — Perfections des champs bilinéaîres. 

49. Les considérations précédentes peuvent s'étendre aux champs bili- 
néaîres quadratiques. 

On peut distinguer successivement les sîx cas suivants dans lesquels les 
champs quadratiques dépendent de i, 2, 3, 4) 5 ou 6 fonctions indépen- 
dantes. 

1° Champ quadratique P,, dérivant au deuxième ordre d'un potentiel $, 
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OU au premier ordre d'un champ de vecteurs V = P,, 

P =^, P =^, P-.= ^, 

" dx ^' dy " ds 

P -'r^+ËY!! p -'r^H.^1, p -irËYî+^i, 



- ây •- àz' 

2" Champ quadratique P, dérivant d'un champ de vecteurs P, ; 
3° Champ quadratique P, dérivant d'un champ de vecteurs P,; 
4" Champ quadratique P, : 

„ àV. „ àV, _ àV, 

P"=»ir' ''"=t-sy- '^-=i'w 
'^"=sn-5r + -^j' ''-=în"Â? + iirj' '^" = -.f{-ày*-si)' 

5° Champ quadratique Pj : 

àV, r, i)V, „ àV. 

''"=»-3i' '■" = f-5?' '■«=tTr' 

6» Champ général Pj. 

III. — Quelctaes données aa sttjet de champs billnéaires perfeotiomiéB. 
SO. Champ P,. — Il dérive d'un champ de vecteurs P., 
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Le tourbillon du champ P, 


est nul. 


—S. 






P - ■'■* P - 


Pression cubique P, 




P = P„,P„,P„=-^-.^ 



djcdy 



(AO est la notation connue du paramètre différentiel du deuxième ordre). 
Champ complémentaire P', 





Pi»= 






p;; = 


i)'4 




Pi, = 


■5?- 




PL = - 


()■♦ 




1';,= 


3IÏ 


+??■ 

•*/' 


''-) = - 




l)>* 


!(■» 


()'* rJ 


\dx- + 


d'» <)•»■ 


3ÏÎ + 


àx dy* 


*dxd,' àx 


^"^3?^, 








JA» 


àP 










''=-3r 


-£■ 










, i)i« 


JP 










■'-"SiF 


-(J-' 










, ()A« 


<)P 





I^ champ des vecteurs I dérive du potentiel A4> ou P. 
Le vecteur-force V du champ P' est identiquement nul. 
La divergence du vecteur 1 est 

-T-; + -ï-ï- -I- -YT = AP — Ad*. 

tJii:' à/* dz* 

Quelques produits concernant le champ P : 



Digitized by 



Google 



TntomB DES CHAMPS COSTI^fUS BILINËAIKES. 3 

Produit des champs A et P : 

Ar — A„ -T— ï + Ayr ^-r -h A" -r-r + a( A,- -r — ;- -h A-, - — ; — h A_, t — i- I 
Produit principal PP du champ P : 

Produit du champ B et du champ P; vecteur BP : 



BiT-B^'* +B,/* +B 
' dx* ^ àxày 




' ' àydj: '^ dy^ 


dyàz 


5f;=»-^,-'.^-'- 


à'* 



Produit principal PP du champ P; c'est le produit du champ P et du 
champ P dérivant de la fonction *. 
On a 



*"~ da; (?x' d_/ tïariJf as dxdz ~ -^ dx \j\dx) \ày} \às/ J' 



U__ J 4./__j +/_j est le carré de la grandeur du vecteur P. On 

peut noter cette expression PP. 

On voit donc que le vecteur des puissances PP dérive du poten- 
lieli(PP). 

Si. ChampY,. — Le champ P, dérive d'un champ de vecteurs P,. 
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Le tourbillon T du vecteur P, est donné par les formules 



1').= 






1 fàP, 



dx ds ) 



Appelons moment principal du champ P, le moment du vecteur tour- 
billon T dans la position définie pour le vecteur P, (voir n" 8), nous aurons 



Pression cubique P, 



M,= T„P^ + T„P„ 

My^Ty,Pi+Tj,P„ 
M; — Tj,P» + T^P,. 



dy ds 



La pression cubique P du champ P, est aussi la divergence du champ P, . 
Vecteui^force I, 



P, 1 /(J'P^ <>'Py \ I /d^ d'P, \ 

X* i\dy* dxdy) a\ ds* àxd:) 

/ d'P, <)'P, <)'P, \ ' _^/àPx àP^ 

\ dx^ éy^ as* } "i dx\dx dy 

dP 



-^HH^p- + ^ 









La divergence du vecteur I est 

l('i^ + !!2Ul('i!Îîi + ^V'('A^ + ^UAP 
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Composantes du vecteur-force I' du champ complémentaire P',, 

/<)p 






La divergence du vecteur I' est identiquement nulle. 
Produits du champ P, : 
Produit principal PP, 

un l'^^^'V /^Pr\' /àP^y 

ir/dp, ap,y /dPj dp.y /^ . ^V1 

"*" 2 L\ («s '^ iy ) ^ \ i)j: * ài ) '^\ây ''' ài: ) ]' 
Vecteur du produit principal PP, 
PP;=P„P,+P,,P,+ P„P. 

dx ^ dx ' dx ^ 2\dy àx ) " %\ ds dx j 
= ~-t{?i^^ +Pî ) + T,^ F, + T^, P^ 





i d 

1 il 


(PP) 


+ M, 








On 


trouve 


donc 




pp;= 
pp;= 
pp;= 


1 à 
5 dx 
1 d 
iày 
1 à 
3 â= 


(PP) + M, 
(PP) + M, 
(PP) + M= 



52. Champ P,. — Le champ P, dérive d'un champ P». 
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Tourbillon T : 

"~l\às dy)~i\ài ày' 

""aV» </, ^ ~ a l, i)x '^ di ()= ** ,)»/' 

'* ~ a \ (J/ dx } ~ ^\t)y d~r dx dy j 

Le tourbillon T est perpendiculaire au vecteur P. 
On a en effet identiquement 

Pf = P,T,s + P, T„ + P.T,, = o. 
On peut démontrer que la vérification de cette dernière condition est suf- 
fisante pour que le champ P soit un champ Pj. 
Moment principal du champ P^. 

I M> /JM' iW d<t' rX& r><l' t)^\ 

M, = T„P, -fT„P== i I'?!^| V- ï'^ + -? T*^ + V- ? ) 

a it j:\dx ox ay dy à^ oz ] 

Appelons F' le champ de vcclcurs dérivant de la fonclion O. 
Appelons P" le champ de vecteurs déiivanl de la fonction T. On aura 

M^.= J >i-[i>;(FP^}-p;(Fp^)]. 
M; -l^- [p; (fF) — p; (p^i>')]. 

Eléments du champ quadratique : 

_ (JP^ (W d* . <)'» 

P,.v ^ -r^ =: -T- X -;- + 1 -T-î > 

■^ tf^ (// ('/ «r 

OS as ds tfz' 

*' ~ 2 \ (>i dy ) ^ 3\ds ây dy \àz J dyàz' 

_'(àV, ^\—'_{^^ ']^^\ 11- .'^'^ 

"■* ~ 2 \ de dz J ~~ 2\dj: à: dz d-x ) àzà-i:' 

p _ 1 / ^ <iP, \ _ ^ /d^ d* d* <>*'\ ^ q- _£*_. 

"' "~ 3 \ (il_j' diT / 2 \ rf_y <*j: dx dy ) dxj)y 
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THtOBlE DES CHjlMPS CONTIKUS BILI\ËAIBEfl. 

Pression cubique ou dîverjfence P : 

d* dW d^ OW 0^\ „,fd--0 <J=* 



1. fàV 



dy dy dz àz ) \'à-^^ <iy^ 



Vecteur-force I : 



■^ ~ a L (Jj V ''■^* '**'' dï'y d^ \ rfjr' d^' rfï' / 

_d^/dw ' ^ m ^ ,m <)*\ 

(Ja- \ diT dx dy dy d: d: ) 

aif — /'^ — —\ J—~ t>y d*<è dW d*^ \\ 
dx\ dx* dy^ ds^J \dx àx^ dy dxày dz dxdz}}' 

En groupant les termes on trouvera 

La divergence du vecteur I vaut AP ou bien 

[iCP'Fj+ACf A*}]. 

Produits concernant le cbamp P, : 

Le produit principal PP et le vecteur principal PP peuvent être obtenus 
à l'aide des formules des cbamps P,. 

35. Champ P,. 

P =.qr!>Y.^ p =^^l, P..= *-^, 
"^^ dx ''-' dy " i)z 

Pression cubique P : 

\ dj- dy dz ) 
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Vecteur-force I ; 








'»= j i'(iv. 


-S)-Sv„. 


fv„. 


S^v„. 


I,= j v(i\, 


-^ht^'-- 


f^"- 


?v„. 


U='-v(i\, 


-£)-Sv.. 




fv==. 


Si V est le champ de vecteurs dérivant du 


potentiel 


V 


I. 


= 5'r(Av,H-^)-.vv;, 





54. Champ P,. 

rfjr '' dy " ds 

Pression cubique P : 

PaiWxV. 

Vecteur-force 1 : 
En appelant V le champ dérivant de la fonction W 



I,= -^ I (« - T) ^ 1+ - V( AV, + ^"1 + V'V„ 



De même 



■-=s[c-'^)^]-î'^K- 
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55. Champ P,. — Nous désignerons ainsi un champ dont le vecleur- 
force I dérive du potentiel P 



I -^, 



Le champ P, est un champ P,. 
56. Champ Pg. — Le vecteur-force 1 dérive d'un potentiel quelconque t3 



I àvf 

Les champs P,, P, et P, sont des champs P,. 

57. Champ P, ou champ normal. — Toutes les pressions se réduisent 
à des pressions normales. 

On peut conclure de la relation fondamentale des champs quadratiques 
qu'il faut et qu'il suffît pour cela que les relations suivantes soient satisfaites 







P„ 


= P„=P 


■-3' 






P,- 


= P„ = P, 


, = 0. 


vecteur 


-force I devient 












1. 


<IP„ 
I dP 


1 <)P 

3 S' 






1, 

1 


-35;' 
1 dP 
l iz' 





1 dérive du potentiel 5 P. 
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La divergence du vecteur 1 vaul 5AP. 
Le produit AP s'écrit 

AP = P„A„+ Pry\yy+ P=:A,,= { P ( A„ + A„ + A;;) = 5 P X A. 



Le produit principal PP vaut f^P) . 

Le vecteur de produit BP a pour composantes 



B,P;r-îP> 



B.P,- = P 



3 
B^K = ^ P X B^. 

Le vecteur BP eit donc parallèle au vecteur B. 

Le champ quadratique des produits principaux des pressions PP(n'' 33) 
est déterminé par les six fonctions 

prï^= p^ï*^ = pIp^= (5 p)'. 
p;p:=p;ïv=p^p7=o. 

C'est donc aussi un champ quadratique normal. 
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DEUXIEME PARTIE. 

APPLICATIONS. 



, PREMIERE APPLICATION. 

ËTDDE ClIttMATIQUE DB Li VITBSSE ET DE L'ACCeUBlTIOK DANS LE HOUVEXERT 

d'un milieu continu. 



' 58. Adoptons les notations d'Ëuler. 

Soient X, y, z les coordonnées instantanées d'un point du milieu con- 
tinu par rapport à un système d'axes rectangulaires fixes oxyz. 

u, V, (V les composantes de la vitesse de ce point, suivant les axes. 

Nous ne considérerons que les mouvements continus du milieu tels que les 
composantes u.c.tvdela vitesse sont des fonctions continues de x,_y, set t. 

f .v = <p,(x,/. s, O- 

A chaque instant, l'ensemble des vitesses de tous les points du milieu 
constituent un champ continu de vecteurs V. 

Il se présente des cas particuliers remarquables lorsque le champ V est 
un champ V, ou un champ Vj, et lorsque les fonctions o,, 9^, ç, (i) sont 
indépendantes de i; dans ce dernier cas le mouvement est dit permanent. 

II. - Accélération. 
S9. Notation, — Étant donnée une fonction continue 

nous appellerons dérivée de cette fonction en suivant le point dans son 
mouvement, ou dérivée le long de la trajectoire du point, la dérivée totale 
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en t de la fonction F, x, y, z étant des fonctions de t dont les dérivées 
en t sont u, v, w. 
Nous noterons : 

rfF_dF ^ à¥^ àF 

dl ~ da:"'*' dy''~^ d='*"*' dt' 

60. Soit J l'accélération instantanée du point M(xys) à Tinstant /. 
Nous aurons 

i, du _ Ou du du du 

'-- rfl - 51^ " "*" 57 " + 5i ""^ ^ ' 
1 rff _^ de Of Of de 

. _ rfw àtv da> dw dtv 

•~ ~di ~ d^ " '^ dy " '^ "d^ "^ '^ Tt' 

Faisons usage des notations du champ quadratique dérivant du champ 
des vecteurs V(«, v, w). 
Soit 6 la notation de ce champ quadratique. 
Nous aurons 

e — — A — — e „ dw 
" dx' ^^~(ily' ■'" d=' 

a — ' f^^ ^ ^"'\ a ~ ' (^^ ^ '^"\ a ^ ' /**" , '^*'\ 

^'"-i,\d^'*''à^)' ^"-lyd^'^d^j' **"-5V^"^5^;' 

Soit encore T le tourbillon dé la vitesse V 

T ^--(~~—\ T = -f~ — —\ T ^l(— — ^\. 
Nous en concluons 

Par suite dans (2), 

I J.= ^ = »„« + »„ ^ + »„»■ + T„.. + T„... + ^, 
(3) J,= ^=8„« + e„;.+ 8,.,v + T„.^ + T,.B+ ^, . 
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THBORIE des CUAMPS CO.XTINUB BlUItEAlHES. 4g 

61. Décomposons le vecteur J en trois vecteurs composants D, H et N 
déterminés par les projections suivantes : 

Dj. = ©y, M + e„ V 4- e^: (V = V ë^, 
Ds = e„ « + e,j. i' + e,: ^v = vë7. 

t Rx^T^^-' + T^.v, 
(5) R, = T,,H. + T,,«, 



(6) 



Nous appellerons : 
D accélération par déformation; 
R accélération par rotation ou tourbillon; 
N accélération par non-permanence. 

Il n'est pas nécessaire dejustilier la dénomination du vecteur N. Donnons 
quelques éclaircissements au sujet des vecteurs D et R. 

III. — Accélération par déformation. 

62. Le vecteur D est le vecteur principal du produit du champ V et de 
son champ quadratique dérivé (n" 52). Ce vecteur est donc invariant 
avec le choix des axes de coordonnées orthogonaux. 

On peut démontrer, par les théorèmes suivants, que Texistence du vec- 
teur D ou du champ quadratique 6 caractérise la déformation instantanée 
du milieu pendant le mouvement. 

65. Théorèue. — Si entre deux époques t et l", le champ qiia Iratïquc 
disparaît, c'est-à-dire si à chaque instant et en chaque point du milieu 
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l'on a 

( 7 ) «xï = «j r = »:= - ^y-, - «îx ^ 8^., = o, 

les ditlances des points restent invariables dans le mouvement ( ' ). 
En eflet, de 

on conclut d'abord 

.■=/,(iXl), 
'<■=/,(■'}")■ 

ay o-r 



Puis, à cause de 0j.j 



-/i ne renferme donc nia:, ni y. 
ày ' -^ 

Cette propriété étant vraie par permutation pour toutes les fonctions et 
toutes les variables, on en conclura que «, c, w sont des fonctions linéaires x, 
y et z. En posant ces formes linéaires a priori et en vérifiant alors les six 
relations de condition (7), on trouve 



(S) 



relations dans lesquelles /), y, r, H„, l'o, «?„ sont six fonctions de / 


ment. 


Les relations (8), écrites pour deux points, donnent par différence 


»,-«.= 7(=. -=,)-'(y.-/.) 


(*.-^.). 


.-,- i.,= ,(j,,-»,)-/.(j, -;,) 


(/.-J-.). 


ti', — M',— ;>(>', — y,) — ,/(3-, — .r.) 


(--.-=.). 



En faisant les multiplications indiquées, on obtient 
(9) ^[(x,- j-0' + (/,-/.)'+ {=.--.)'] = 0. 

La distance des deux points quelconques considérés reste donc bien inva- 

(') Voir par «empli;, à ce sujet, Poi\carb, Leçons sur l'élasticité, p. i3 (E. Naud). 
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THËOHie DES CHAMPS CONTINUS BlLIHtAIRES. 5l 

riable dans le mouvement, si la relation (9) existe d'une façon permanente 
dans l'intervalle de temps envisagé. 

64. Théorème RÉCIPROQUE. — Si entre les époques t' et t", le mouvement 
se réduit à un simple déplacement général laissant inaltérée la distance 
des points, les relations suivantes sont satisfaites à chaque instant et en 
chaque point du milieu : 

»„= 8^,= »„= »,..= %.,^ — %^^ = o. 

Considérons, en effet, le système d'axes fixes ox'yz% ox étant parallèle 
au segment M,Mj à un instant /compris entre l' et t". La distance M,Mj 
étant invariable dans le mouvement, la relation (9), écrite pour les 
axes ox'y'z', est satisfaite à chaque instant. 

A l'instant t, elle se réduit pour les points M, , Mj à (u\ — «j)(^', — ^j) =0, 
ce qui exige «', = u.^. 

Ce dernier résultat est vrai pour tous les points M, et M, tels que M, M, 
est parallèle à l'instant t à ox. Il résulte de ce qui précède que u' ne saurait 
varier avec a:'; on a donc 



Si (a) est la direction de ox' par rapport au système d'axes oxyz, 
>n a -T—, =0Bai, et par suite 



Mais la relation fondamentale du champ bilinéaire quadratique 9 donne 

(iO) *aa— *««î-^-ftJJ«î+»;=«î^-3(6J:«»a^^-8:J■«^a|4-ea:^a|at,)• 

Il faut que 0aa soit nul quelle que soit la direction quelconque (a) que 

l'on a choisie, les raisonnements précédents se répétant pour une autre 

direction (^). 

On en conclut par (10), où B^a doit s'annuler quels que soient a,, a^, 

«ai que 

e„— «j, — »„— «,.z:i e^=e,j.— o. 

c. «. F. D. 
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GH. L'existence du vecteur D ou du champ quadratique 6 caractérise 
donc bien la déformation instantanée du' milieu. i 

On accentue cette conclusion en montrant que 0j,j,, 0,^., 0jj sont des 
vitesses de dilatation suivant ox, oy, oz, dans la déformation du milieu, 
et que 0,j, ©j,, 0j., correspondent à des vitesses de glissement ('). 

66. Remarque. — On a vu (n" 51) que les projections de D peuvent 
se mettre sous la forme : 



On pourrait donc décomposer le vecteur J en un vecteur dérivant du po- 
tentiel -(VV), un vecteur 2R et un vecteur N. 

IV. — AcoMération par rotatiOD. 

67. Les formules (5) montrent que le vecteur R est le moment prin- 
cipal (n" SI) du champ des vitesses V. Ce vecteur R est donc invariant avec 
le choix des axes orthogonaux de coordonnées. • 

Dans le cas du déplacement général sans déformations on peut vérifier 
à Faide des formules (8) que l'on a 

Le vecteur — T est donc la rotation instantanée du milieu dans ce mou- 
vement. D'où In dénomination du vecteur R. 

Celte notion de rotation se maintient dans le cas des mouvements accom- 
pagnés de déformations. Cauchj a démontré que T est une sorte de ro- 
tation instantanée moyenne du milieu; M. Boussinesq a aussi remarqué 

(>) Voir, par exemple, AppGrx, Mécanique. 1. III, p. a88. 
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que T est la rotation instantanée du trièdre fluide /orme par les trois 
directions principales du champ à l'instant / ( ' )• 

V. — Champs bilinéaires dérivant du Tdoteur J d'accélération. 

68. L'ensemble des vecteurs d'accélération constitue, à un instant déter- 
miné, un champ de vecteurs dont il est intéressant d'étudier le champ tour- 
billonnaire et le champ quadratique dérivés. 

Les éléments de ceux-ci, c'est-à-dire les dérivées partielles de l'accéléra- 
tion, sont unis aux dérivées partielles de la vitesse par des formules que 
nous allons développer. 

Nous utiliserons les notations' suivantes : 

û' _ ^ a a- —^Bk . T' — ^ T 






'' 2 \ (Jy dx 
dJy\ _i{ d du 



T ) Z\dy c 



d_dv\ 

~ dx dt) 



. ifàJx _ àJy\_ 1/ d_da _ d_di;\ 



Nous définirons de même 

%ï et e;,, %'.. et 8!;, 8;. et %^, 9^^ et «;,, 
t;; el TJ;, Tl, et T!^. 
Nous déterminons ainsi les éléments de deux champs quadratiques 6' 
et 9", et de deux champs tourhillonnaîres T' el T". 

69. On trouve, par simple difFérentiation, : i 



àx 


ù du 
~ àx dt 


_ d au du du àa dv 
~ didx'^ dx dx "^ dy àx'^ 


du an' 
Ts di 


à/ 


d du 
~ày dt 


d du du du du dv 
~ dt dy '*' dx dy '^ dy dy '^ 


du àiv 
dz ày 


dz 


d du 

~ ày dt 


d du du du du dv 

-dtTz^d^Tz^-d^Tz-^ 


du àw 
dz "51 



(■) Cours de MM. Boussinesq et Appel! à la Sot^onne. 
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m, 


1) df 
~ôidi- 


d di' àv &u dv dv dv àiv 


àS, 


di- 
~ dy dl- 


d dv i)v an dv dv àv Av 
dt ày ^ 'Sx'dy'^'Syiy^ ds d/ 


^ 




d dv dv du dv dv dv dw 

dtTz^d^T^^TyTz^T,!^' 




<) dw 
~ dx dt 


d dw dtv du à\v dv dw ôw 
'di'di'^'àx'Si'^'dydi'^'dzdx 




dy dt 


d dw dw du dw dv dw ôw 
-dt ày'*' dx ày "^ ày dy'^ àz dy 


di, 

7: 


à div 

-T=~d-t 


d dw dw du dw dv â^v dw 



On en conclut les formules suivantes : 



»;= + (»..)* + (»a)' + (».,)' - (1"=^)' - (Tu )'■ 



On obtient par addition, 



-n<T„)' + (T„)'+(T„)'] 



(i4) 



I e-=e'+»e— îTT. 

On trouve ensuite 

= %'y. + e,j ©« -t- ( flj j + «-; ) e^s — T,,.T,„ 

(>5) { »U = 8U+»j = »w+(»» +»».)»!* — T,!T,„ 

. = e^^ + e„ e„- + { e„ + ©j j ) 8,j — T„ Tj , ; 

= t;= - e„T„- e„T„ + (», , + e„)T„, 
J ri^= t;,— e,,T„— e„T„ + (»„ H- e„)Ts„ 

,= Ii,-»„T„ — «„-T,. + (6„-4-e„)T,,. 

VI. ~ Transport à la Titasse des propriétés de l'aocélération. 

70. Les relations que nous venons d'établir permettent de mettre en 
évidence des similitudes remarquables entre certaines propriétés des 
vecteurs-vitesse et des vecteurs-accélération. 
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THlOMIB DES CHAMPS CONTINUS BILINËllBES. 33 

Nous allons résumer ces propriétés dans les Ihéorèmes suivants : 

TiiÉORÈHE. — tyuppoêons qu'entre deux époques l' et t" les dérivées 
partielles du champ des vitesses satisfont à l'une des propriétés sui- 
vantes, à chaque instant et en chaque point du milieu : 



du du .. ûf 

-^-=-T-=o ou bien -3- = 
dy dz dz 

du dw ■ . . dv 

' -rr- = ^r- =0 OU DlCn "T- = 

dy dy dz 

du dv dtv 



~dy-dz- 



= T^ = T;ry=0 



Nous allons démontrer que la relation correspondante sera vérifiée 
par le champ des accélérations, c'est-à-dire qu'à chacune des hypo- 
f/tiises précédentes correspondra l'une des conclusions suivantes : 







11. 










ou bien 






ou bien 


di- di- 
-dî- dy- 


dS, dS. 


ou bien 


i)J, m. 




ou bien 


dx- dx- 


dx" dx~ dx~ 


ou bien 


dl,_di,_d>._ 
dy dy dy ~ 





ou bien 


dS. dj, dl.. 
ds- di~ d= 


Oi. M, 1)1, 

'di-'sp-'s;-'' 


ou bien 


<)J, „ dJ, _ dl, _ 
dx dy di^ 


» 


ou bien 


dl, d}, dl, 
"Si" dy ~ dz 



La démonstration de ce théorème est immédiate à l'aide- des formules 
du paragraphe V. 

Ainsi, montrons que si 

du du 

à9 = Tz=°' 
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■y- étant nul à chaque instant quels que soient x, y, z et /, nous avons 

d du ûii d du d du 

da: dy dy dy ~ ds dy ~ di dy ~^ ' 



de dy " 



Les deux dernières relations (i i) montrent alorsque 7-^ et -^ sont iden- 
tiquement nulles. 

C. Q. F. D. 

Une démonsiralion absolument identique à celle-ci peut être produite 
dans toutes les autres hypothèses. 

Remarquons que Thypothèse du 5° conduit à ce théorème intéressant : 

Si, entre deux époques, le champ des vitesses dérive d'un potentiel, 
il en est ainsi du champ des accélérations. 

71. TiiÊOHÈiHE RÉCIPROQUE. — Il s'énouce de la manière suivante : 

1° Si une des relations (II) est continûment vérifiée à chaque instant 
entre deux époques t' et f ; 

2" , Si la relation (I) correspondante est vérifiée à un instant t, compris 
entre t' et t"\ 

Celte relation (I) sci-a continûment vérifiée dans tout l'intervalle de 
temps {f— t'). 

Nous allons donner à ce théorème une démonstration analogue à celle 
que l'on peut trouver dans Appell {Mécanique, t. III, p. 35o) pour le 
théorème de Lagrange, qui est le cas du 5" du présent théorème. 

Démontrons par exemple que si ~ = -~ = o, on a aussi -^ = ^ = n, 
dans les conditions énoncées. 
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n Le mouvement étant supposé déterminé, en suivant une particule dans 
son mouvement, on a à chaque instant 

dy ~ âz ""' 

dx' dy' dy' ds dz 

par leurs valeurs en fonction de / on peut regarder ces équations comme 
un système de deux équations différentielles linéaires et homogènes définis- 
sant y et -r; en fonction du temps. L'intégration de ces équations fournira 

pour j^ et ^ des fonctions de t dépendant d'une façon linéaire et homogène 
de deux constantes arbitraires qui seront par exemple les valeurs (^^1 
el(-^\ des deux fonctions à l'instant t^. On aura ainsi des expressions de 
la forme 

|=(^)/.<')-(m^.<'). 

B Dès lors, si à l'instant /a les valeurs de fy^) ctf^l sont nulles, -^ 

\àyj<, \dzj^ ' dy 

et -^7 le sont à un instant quelconque. » 

Une démonstration analogue se reproduirait dans toutes les autres hv'po- 
thcses envisagées dans (II). 

Le 5" correspond au célèbre théorème de Lagrange : « Dans les condi- 
tions énoncées, si l'accélération dérive d'un potentiel, il en est ainsi de 
la vitesse. » 

72. Cas où la propriété de l'accélération n'est réalisée à aucun 
moment par la vitesse. — Le théorème de Lagrange et ses congénères 
exigent que la propriété recotinue aux dérivées partielles de l'accélération 
soit vérifiée à un instant t^ par les dérivées partielles correspondantes de la 
vitesse. 

Le mouvement ofl"re-t-il des singularités si l'on ne trouve aucun instant /„, 
compris entre t' et ï", où la propriété de la vitesse est réalisée? 
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La réponse est affirmative; par exemple, Tétude du mouvement corres- 
pondant au théorème de Lagrange ainsi généralisé constitue la célèbre 
théorie des tourbillons de Helmholtz, dont on peut trouver toutes les 
déductions à l'aide des seules équations (iC) dans lesquelles on ferait 

En la présentant comme nous venons de le faire, nous mettons bien en 
évidence l'essence cinématique de la théorie des tourbillons. On s'accorde 
généralement à lui reconnaître ce caractère; ainsi M. Appell dit dans son 
cours de Mécanique (t. III, p. 38^) : « ... ces théorèmes (de la théorie des 
tourbillons) s'appliquent toutes les fois que les accélérations d'un fluide 
dérivent d'un potentiel uniforme dans toute l'étendue du fluide à chaque 
instant ». 

73. Observons en terminant que si les relations (i6) ne sont pas celles 
suivant lesquelles on donne habituellement les équations de Helmhollz, il 
est pourtant très aisé de retrouver celles-ci avec ces relations (i6). 

p étant la densité en un point, on peut écrire 

M p pV '= P */ 

Mais réquation de continuité ( * ) donne 



-i^^' (t;, + T„e), 
ai f p > '- 

D'un autre côlé les relations (i6) dans lesquelles TJ, = T'^= T^j.= o 
donnenl 

(T^j-i- T„») = e„T„+e„T„+ B„T„, 

= 8«T„ + (e,,+ T„)T„+(»„H-T„)T„, 
= »,,T„+ (»„ + T„)T„-Ke„+ T„)T„, 



(') Foi/-, par eiemple : Appell, Mécaniqm 
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puisque 

T^^=—T^y et T„— — T„. 

En repassant aux notations des dérivées partielles 

^Ï£? — î^îif Éthi àwT^j 
dl p à-r p dx p djc p 

dt f dx p ày p dz p 

Ce sont les deux formes classiques d'une des trois équations de Helmholtz, 
dont ce savant a déduit les diverses conséquences de sa théorie, sur laquctlc 
nous n'insisterons pas ('). 

Nous nous contenterons de citer ici le théorème de Helmlioltz : Les élé- 
ments Jîuides qui, à un instant l^, se trouvent sur une sur/ace ou une ligne 
de tourbillon, se trouvent encore à un instant postérieur quelconque t sur 
une surface ou une ligne de tourbillon. 



(■) Pour les délaib de la tUéorie des tourbillons, consulter, parmi les Ouvrages ccrjts en 
français : PoLNCARB, Théorie dei tourliillons {Paris, Carré, i8ij3); Appell, Traitêtie Méca- 
nique rationnelle, l. III, Cbap. XXXV (Gauthier-Villars, i9o3). 
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DEUXIÈME APPLICATION. 

mEUHR EXEMPLE DE PBEBsrONS RÉSULTANT DE SOMMES DE VECTEURS ASSIXILULES 
A DBS ACTIONS HOLfiCLLAIRBS. 

74. On sait que, dans un corps solide élastique, les composantes des 
pressions physiques constituent les éléments d'un champ bilinéaire 
quadratique.. Nous n'insisterons pas sur les démonstrations classiques à 
l'aide desquelles on établit cette proposition ('). 

Nous plaçant k un point de vue particulier, qui semble se rapprocher 
des réalités physiques, nous allons étudier divers problèmes concernant 
des pressions exercées dans des milieux soumis à des forces moléculaires 
de diverses natures. 

7iî. Étant donné un champ continu de vecteurs 1, considérons un petit 
élément de volume Scj, ayant centre de figure au point N. 

Supposons que l'on puisse toujours prendre Set, assez petit pour que le 
champ I soit sensiblement composé de vecteurs équipollents à t'inlcrîeur 
de £(3,. 

Dans ces conditions faisons correspondre à l'élément de volume Sgt, un 
vecteur 

Ix dm, 
applique au point i\. 

Décomposons ce vecteur en une série de vecteurs composants émanant 
de N; soient 

lidE7,, IjdcTi, ..., l(àcRi, ..., Ih^s),, 

ces vecteurs, se ropartissant d'une manière continue dans l'espace. Appe- 
lons r le champ de vecteurs constitué par l'ensemble de ces vecteurs com- 
posants. 

Considérons l'élément de surface Sco ayant centre de figure en M. Soit M((„ 
la normale déterminant la face A de cet élément. La face Ij est déterminée 
par la normale M(_a)' 

(') Voir, par e\eiïiple, Appkll, Loc. cil , t. III, Chap. XXX. 



Digitized by 



Google 



THËOBIB DBB CUAMPB CONTINUS BILINfiAIRES. 6l 

Étant donnés les divers points du milieu, envisageons les vecteurs tels 
que ïeScr, qui, émanant d'un point N et prolongés suivant leur direction et 
sens, percent rélémcnt Soi par la face A. 

Soit RâxSo) la résultante géométrique de translation de ces vecteurs. 

Soit, de même, Rla la résultante géométrique de translation des vecteurs 
perçant par la face B. 

Posons 

PÏx3a) = (-R;+RÛ)5w 

et appelons P^ la pression unitaire moyenne sur la face A de S(u, 
On remarquera que l'on a par définition 

PÏ;^x ôw = C- RÏ^+ K^) ôw = - p;3£^. 

Les champs de vecteurs étant continus, et ow suffisamment petit, on peut 
admettre que Pâ tend vers une limite P^ dont la valeur est sensiblemeiït 
indépendante de la forme de l'élément So), lorsque Sto tend vers zéro. 

De plus, si nous supposons alore que le vecteur P^ x Sw est appliqué au 
point M, ce vecteur sera sensiblement la résultante géométrique unique, 
équivalente à tous les vecteurs qui concourent à former la pression. 

Nous appellerons P„ : la pression moyenne en M suivant la direction a.. 

Nous allons démontrer que l'ensemble des vecteurs ?„ constituent les 
pressions d'un certain champ bilinéaire quadratique P, dont le champ 1 
est le champ des vecteurs- force. 

A chaque mode de décomposition différent du champ I suivant le 
champ r, correspondra en général un champ P différent. Il sera donc aussi 
démontré qu'j/ existe une infinité de champs quadratiques dont le champ 1 
est le champ des vecteurs-force. 

76. Démonstration. — Nous allons démontrer que la composante P,p, 
suivant la direction ( p) de la pression Pa déterminée au a" 75, satisfait à 
la formule fondamentale des champs quadratiques. 
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1° Pa^, P^xj Pjj! et P„ étant les composantes des pressions Pa, Px, P, 
et Pj suivant la direction ox, on a la relation 

(1) Pfl^:= P««i+ Pj*«,+ P=^ai. 

Démonstration par le tétraèdre de Cauchy : 

Appelons : 
Zh la distance du point M à la face ABC du tétraèdre, 
Sta le volume de celui-ci, 
(a) la direction de la normale à ABC, comptée vers l'extérieur du 

tétraèdre, 
+ S la surface totale extérieure de celui-ci, 
— S la surface totale intérieure de celui-ci. 



on 

Surface MBC = 3«,^, 



Surface MCA - 
Surface MAB- 






Subdivisons le tétraèdre Zcs, sans solution de continuité, en une série 
de petits volumes Scï, ; à chacun de ceux-ci correspondent des vec- 
teurs IgX oo,; évaluons la résultante de translation de ces vecteurs. 

La projection sur ox de cette résultante vaudra 

Nous pouvons" évaluer celte même composante en fonction des pressions 
au travers de la surface du tétraèdre. 

En effet £_g(ll)a:S(i) correspond à la somme des projections des vec- 
teurs de l'intérieur du tétraèdre, augmentée de celles de certains vecteurs 
émanant de points extérieurs au tétraèdre, qui perceraient celui-ci en deux 
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points : à l'cntrôe, par la surface extérieure du tétraèdre; à la sortie, par 
la surface intérieure du tétraèdre. 

Les projections de ces vecteurs extérieurs constituent, aux points de 
percée de l'entrée, la somme 2)^g(R)xS(i). 

Par suite, on a 

2B„U3ro, = 2_s(R)x«w-24*(R)x3w=+i+s(p)*5w. 
En décomposant 

2+s{P),3w = 2AUcPxr3w-(2>IO(;P,:r3w + 2MCAP,x5w+lj,*BP«^W). 

Si Sxa est suffisamment petit, on pourra, par approximation, remplacer 
les diverses sommes précédentes par des valeurs moyennes, et l'on trouvera 

-»_ _ 3 5ro_.3&i _33bj _3ôro 

I,to = - P„ K -jj- + P„ -j^ «, + P„ -jj- „ + P„ ^ »., 

8x3 disparaissant de cette équation, si Bk devient suffisamment petit, les 
diverses fonctions restant finies et continues, on arrivera à la relation sui- 
vante, qui sera vérifiée avec l'approximation que l'on voudra 

P^= P„a,4- P,i.a. + P:,a,. 

On obtiendrait de la même manière les valeurs de Pa^ et ?„. 

Dans ces relations, il n'est pas encore permis de permuter les deux indices 
d'une composante de pression. Le premier indice indique la direction sui- 
vant laquelle on calcule la pression, le deuxième indice indique la direction 
sur laquelle la pression est projetée. 

77. a" En chaque point du milieu, l'on a 



I^: 



dx dy 



et deux relations correspondantes pour Ij et I,. 

Considérons le domaine D isolé dans le milieu par la surface fermée S ; 
soit -H S la surface extérieure de D; — S la surface intérieure; (a) la 
direction de la normale extérieure à S, au centre de figure d'un petit élé- 
ment S(» de S. 



Digitized by 



Google 



64 X- VANDRITmEN. 

Décomposons D sans solution de continuité en une série de petits élé- 
ments de volume ocr,. 

La composante suivant ox de la résultante de translation des vec- 
teurs IgX 5(3, de l'intérieur de D atteint 

cette somme équivaut encore à 

En effet, on a 

2+sPax3w-2-s(ii^)x3u — 2..s(Ril)x5(i,. 

Un vecteur leScj, émanant d'un point intérieur à D perce — S aux 
points N,, N,, ..., Nj,^., et + S aux points Nj, N,, ..., Nj,. 

La composante de cette force figure donc (n + i) fois dans £_s(R„)3, Su 
et n fois dans £+s(R-o)jS(^; elle figure donc une fois dans E^sPaj-Sto. 

Un vecteur leStrr, émanant d'un point extérieur à D et pénétrant dans 
celui-ci, perce -t- S aux points N,, Nj, Naa.., et — S aux points Nj, 
N,, .... Nj„; la composante duc à un tel vecteur disparait doncdeS^sP^oo). 
On a donc bien 

ce qui donne, à l'aide de (i) 

Si les volumes 5gï, sont suffisamment petits, on peut assimiler approxima- 
tivement ces deux sommes à leurs intégrales limites. 
On a donc 

A,rfm,= f (P„ai+P^x«j+P=x«!.)rfw. 

puis par une des transformations du théorème de Green 

Cette relation devant être vérifiée quel que soit le volume D, on sait que 
l'on doit avoir 

T - ^P^x , dP,. , àY>,, 
'~ dx '^ dy dz ' 

G. 0. F. D. 
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78. 3° Démontrons enfin régalité des composantes langentielles des 
pressions 



(3) 




1", 


De même 




P„=P,= 


Soient 


<■/- 


■»rr,î., 



les coordonnées du point N et des points de percée successifs par —S 
el + S du vecteur I,Sgi émanant de N. 
Si N est extérieur à D on aura 



1„ hr U , 

^t~-ci y^—yv =î-=i 




\,^ le. I,: 




1er h, _ 1^; 


_,' 


On en conclut 




, ( ^J(=.^-3l^-.. . + =.,,) — !.=(/.+/. + - 


■ + y..) 


^•^' j =l,.(.,+ .,-.... + ..„_,)_My. + ^.4-. 


. + .r.,-,) 


Si N est intérieur à D, on prouvera de même 




1 i„(;, + =.+...+ -,.*,)-i„(:i'i+r.+- 


■+y..t,) 


1 =I„(s +.-, + ... + .-,„) -!„(/+/, + . 


■+r..)- 



Faisons les sommes suivantes 

2.s(P,^---P„7)â«^2_s[(ll-„),.= -(IU)=r]5"-^-^s[(Ra)j---(R=)=/]5w. 

sommes dans lesquelles x, y, z sont les coordonnées du centre de figure 
de l'élément Su. 

En considérant les vecteurs qui composent Kg et !{_,, on verra, à l'aide 
de (4) et de (5), que les divers termes se détruisent, sauf certains d'entre 
eux dont la somme se réduit à 

dans laquelle I,oraf, et IjSro, sont les composantes du vecteur émanant d'un 
point intérieur à D, x, y, z les coordonnées de ce point. 
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On a donc 

que Ton pourra appvoximativement remplacer par la relation entre inté- 
grales : 

(6) fi^i,= -\*<x:y)(f'^= fi.h=-'y-.y)dm,. 

Mais avec (i) 

et par la transformation de Green 

(0) étant vérifiée cjuel que soit D, il faut donc 

(<"■'•-- <*Pj= ''p=. ■ \ ■> 

A cause des relations (2) on conclut 

C. Q. F. D. 

La démonstration aurait d'ailleurs pu servir à établir les relations (2), 
puisque (^) doit être satisfaite quelle que soit la position de l'origine o des 
axes, donc quels que soienty cl z. 

79. En projetant l'a sur la direction (p), on obtient 
l',p^IVP, + P«,p.+ Pa=p>; 
à l'aide de (1) on retrouve ainsi la relation fondamentale des champs qua- 
dratiques 

+ P=,(«,)3, + «,p,)-HP,^(«.(3,-l-«,p,), 
puisque la réciprocité des composantes tangentiellesest maintenant assurée. 
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Les vecteurs P» sont donc bien tes pressions d'un champ quadratique P, 
dont 1 est vecteur-force. 

80. Nous ne connaissons pas d''appIication immédiate des cliamps de 
pressions très généraux que nous venons de déterminer. Nous avons 
cependant cité cet exemple, pour les deux raisons suivantes : 

1° Ces pressions conviennent à des actions moléculaires extrêmement 
générales. 

On pourrait supposer, en effet, que les divers vecteurs formant le 
champ r et qui ont en un point M une résultante égale à I, sont autant 
d'actions exercées séparément sur le point M, par divers autres points du 
milieu. 

Aucune hypothèse n'ayant été faite sur la grandeur et la direction de ces 
vecteurs 1', on voit que les résultats analytiques que nous avons établis con- 
viennent à des systèmes d'actions moléculaires absolument quelconques; 
celles-ci ne doivent pas nécessairement être des fonctions de la distance des 
points, ni être dirigées suivant le segment qui joint deux points entre 
lesquels elles s'exercent, ni satisfaire au principe de l'égalité de l'action et 
de la réaction. 

Peut-être pourrait-on tirer parti de ces résultats généraux dans certaines 
branches delà Physique mathématique. 

a" Nous avons établi qu'à un champ de forces déterminé conviennent, 
analytiquement, une inlinlté de champs de pressions, c'est-à-dire une infi- 
nité d'ensembles de six fonctions Pj-j,, Pj.,, P,., P^^, P.j., P^j qui sont reliées 
à la force par les formules (2). Dans la mécanique analytique des milieux 
déformables on utilise six fonctions de pressions qui satisfont aux for- 
mules (2) et à trois équations d'équilibre à la surface ('), On no démontre 
pas que ce système de pression est unique (*). Prul-élre y a-t-il donc là 
une lacune, qu'il est nécessaire de combler en donnant une définition plus 
complète du système de pression utilisé, ainsi qu'on le fait en Mécanique 
physique, lorsqu'on définit la pression à l'aide des actions moléculaires. 



(I) Voir Dliiejj, //jdro</^nami'/iie, Kltislidlé, Acoiisli'jue. T. I, p. \i. 
(*) Dliiem, Loc. cil., p. 4.i. (Dcrnitn- pai')i^ra|>lic ilii a" i.) 
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TROISIEME AIM'LICATION. 



ORCXlfiXE XXEUPLE DE PHESSIOnS EES1:LTANT DE BOHMI» VECTEURS ASSIHIL^BLFg A DES ACTIONS 
MOLGCULAIRES. — THfiOmE DE LA mOPAGATION DE LA CHALËIB PAR COMKICTIIILITË DANS 
LBS MILIEUX l.fDËFIMS, PAR liOUfilER. 



I. — Vecteur différentiel. 

Kl . Considérons un domaine D de t'espace limilé [lar la surface S. 

Soient X, y, z les coordonnées d'un point M par rapport aux axes 
fixes oxyz. 

Soient x,,y,, 3, les projections sur ox, oy, oz du segment dirigé MM, 
joignant le point M à un point quelconque M, du champ D. 

Soit encore r, la grandeur absolue du segment MM,. 

Considérons une fonction continue de x,,y,, z, 

qui soit telle que l'on ait 

/,(^î,^;,^î)=/[(-x,}'(-j,)'(-=,)'] 
et une autre fonction continue de x, y, z 

Kntourons les points M et M, de deux éléments de volume ôra et Stn, 
ayant respectivement centre de figure en M et M,. 

Nous admettrons que l'on peut toujours prendre So et Stn, assez petits 
pour que les fonctions/, et p ne varient pas sensiblement pour toutes les 
positions possibles de M et M, respectivement dans Zxs et cct,. 

Faisons correspondre, à chaque point M et pour chaque point M, du 
milieu, un vecteur diffère nlicl partant de M, dirigé suivant M, M si/, est 
positif, et suivant MM, si/, est négatif, ce vecteur ayant la valeur 

PPl/l Ô53ÔCJ, 

p et p, étant les valeurs de la fonction p aux points M et M,. 
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Subdivisons le milieu sans solution de continuité en une multitude de 
petits éléments de volume Scr satisfaisant aux conditions énoncées plus 
haut. 

Appelons pi la résultante géométrique rapportée à l'unité de volume des 
vecteurs ainsi appliqués au point M. Nous aurons 

(8) ■ i^ = _ip,/, ^3g,„ 

II. — Pressioiwde NaVier. 



ioi^4e Ni 



82. Envisageons l'élément de surface Sw ayant centre de figure en N, 
dont la face A est orientée par la normale (a). 

Considérons tçus les segments tels que MM, qui percent Soj, M étant 
du côté A par rapport à Stu. 

Évaluons la résultante de translation des vecteurs différentiels corres- 
pondants, appliqmh aux points M , . Soit l'â X Soj celle résultante de trans- 
lation. 

Pâ est la pression moyenne de Navier au travers de Sw ( ' ). 

Si S(i> devient suffisamment petit, on peut admettre que V^ prend une 
valeur sensiblement indépendante de la forme de Sto; de plus, le système 
des vecteurs différentiels composants \\Sii> admet alors sensiblement une 
résultante unique qui passe par le centre de figure \ de oto. 

Soit Pa celte valeur limite de P',; nous l'appellerons pression de Navier 
au point N dans la direction (a). 

Il est aisé de vérifier que P_a= Pa- 

En efTet, d'après la forme de la fonction/, , au vecteur différentiel appliqué 
en M, et dépendant du point M correspond un vecteur égal et directement 
opposé au premier, appliqué en M et correspondant au point M,. 

<') Voir h re *iijel : Poincabk, É/aiticité, p. 73. 
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Ce dernier vecteur entre dans la somme constituan t la pression de ^'avier 
au travers de la face B de l'élément So). 
On a donc bien 

et, par suite, 

83. Nous allons démontrer que la pression de Mavicr constitue la pression 
dans un champ quadratique P, dont pi est le vecteur- force. 

1° Théorème du icfraèdre de Catichy. 

Utilisons les notations du n" 76; nous aurons encore 

Démontrons, en effet, l'égalité 

(9) 2Br,p.I„5ra, = 2sl'»^âu. 

(fl) Les vecteurs émanant d'un point intérieur au lélraèdre et correspon- 
dant à un point extérieur au tétraèdre figurent dans cliacunc des deux 
sommes. 

(6) Les vecteurs émanant d'un point intérieur au tétraèdre et correspon- 
dant à un point intérieur au tétraèdre ne figurent pas dans la deuxième 
somme et se détruisent deux à deux dans la première somme. 

(c) Les vecteurs émanant d'un point M, extérieur au tétraèdre et corres- 
pondant A un point M extérieur au tétraèdre ne figurent pas dans la 
première somme; dans la seconde somme, ils figurent deux à deux en signe 
contraire aux points de percée du segment MM, dans la surface intérieure 
du tétraèdre; ils disparaissent donc dans la deuxième somme. 

L'égalité ({)) étant ainsi élablic, on peut continuer la démonstration 
comme au n" 76, à partir de l'égalité correspondante. 

84. 2" Ln cliaque point du milieu, l'on a 

ôV^^ dV,r d^.^ , 

et relations correspondantes pour pi, et pl^. 
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Reprenons les notations du n" 77 et démontrons que l'on a encore 

(10) 2opl,ôra = 2sl'oLr'5w. 

(a) Considérons un vecteur différentiel émanant de N intérieur à D, et 
correspondant à N' extérieur à D. La composante de ce vecteur iigure une 
fois dans la première somme, avec le signe -t- par exemple. 

Elle figure alors (n + i) foia dans la deuxième somme avec le signe + 
aux points de percée N,, N^, .,., Na„^.,, et n fois avec le signe — aux points 
de percée N,, N,, . ., Nj„ du segment NiN' dans S; elle reste donc une fois 
avec le signe + dans la deuxième somme. 

(i) Considérons les vecteurs différentiels émanant d'un point N intérieur 
à D et correspondant à un point N' intérieur à D. Les composantes de tels 
vecteurs se détruisent deux à deux dans la première somme. Dans la 
deuxième somme elles figurent avec un signe aux points de percée N,, 
Na, ..., Nj^,,, avec l'autre signe aux points de percée Nj, N,, ..., Nj, 
de NiN' dans la surface de D. Ces composantes disparaissent donc aussi de 
la deuxième somme. 

{c) l'infin il reste les vecteurs émanant d'un point N extérieur à D et cor- 
respondant à un point N' extérieur à D. Les composantes de ces vecteurs 
rie figurent pas dans la première somme. Elles figurent avec un signe aux 
points de percée N,, N,, ..., Nj^, et avec le signe contraire aux points de 
percée N3, N^, ..., N^^, de iNN' dans la surface de D. Ces composantes 
disparaissent donc encore de la deuxième somme. 

L'égalité (10) est donc bien démontrée, et le reste de la démonstration 
se poursuit comme au n" 77 à partir de l'égalité correspondante. 

8iî. 3" Enfin l'on a encore en chaque point du milieu 
l»j,^ I>;j, P;,= P„, P^,= P,^, 
comme au n" tî8; démontrons pour cela que l'on a encore 

(11) 2s(Paj-=-P=t=7)ô<o — 2^0(1; = -I=/)3gj-o. 

Sans entrer dans de plus amples détails, disons que, à toutes les positions 
de deux points M et M, relativement au domaine D, il correspond dans les 
sommes du premier membre, aux deux vecteurs différentiels émanant de M 
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et de M,, un nombre pair in de vecteurs appliqués en 2h points du seg- 
ment MM,; CCS vocleurs sont d'ailleurs dirigés n fois suivant MM, et n fois 
suivant M, M. 

La somme des moments de ces vecteurs, par rapport à l'axe ox, est donc 
nulle. C'est précisément cette somme qui figure dans la relation (ii), qui 
est par conséquent vérifiée. 

Le reste de la démonstration se continue comme au n" 78; comme au 
n" 79, on démontrerait aussi que le champ des pressions de Navier est bien 
un champ quadratique P. 

III. — Transformation en intégrales de Tolume des sommes 
donnant les pressions de Navier. 

86. Les sommes donnant directement les composantes des pressions de 
Navier, en fonction des vecteurs différent iels, se présentent sous une forme 
assez compliquée. 

On peut les transformer en intégrales de volume dans l'hypotlicse sui- 
vante : 

La fonction ft{x'\, y' ^ z\) devient insensible dès que /■, devient sen- 
sible, c'est-à-dire dépasse une limite R, extrêmement petite, appelée 
rayon d'activité moléculaire du milieu au point M ou au point M , . 

87. Démonstration. — Considérons un champ continu de vecteurs 
quelconques A. 

Aux points M et M, correspond le vecteur différentiel 

dirigé en M vers M, si/, est négatif. 

En M /e produit du vecteur A et du vecteur différentiel a pour 
expression 



En M, le produit du vecteur différentiel et du vecteur A, sera 
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La somme de ces deux produits sera donc 

ff, = pp, 4'î'i'3Gj,[(A,^-A,)a-, + (A,^— Aj)v,-f-(A,:— A,)5,]. 

Cette somme n'existe que si r, est plus petit que R, . Mais alors M cl M, 
sont tellement rapprochés que, si le champ A est bien continu, on peut 
remplacer approximativement (A,^ — A^.), ..., par les premiers termes 
de la formule de Taylor 



OA, dA: 



Par suite, avec les notations du champ quadratique A, 

ffi = PPi ~ ^ra3i3|[A„^î + Aj.j./; + Aj;;î+ a(A,-;_j'i5, + A^^'^i'^^i-t- A^jX,/,)]. 

Faisons la somme de tous les produits intéressant les couples de vecteurs 
différentiels dont l'un émane du point M. Nous obtenons 

ff ^pfeSpi — [AxxX*, + f^yry]+ Aîj-Î H- 3CAji^iS|4- A;j-3|37, -(- A^yJ^i^l)] 3(3,. 

Faisons enfm la somme de toutes les sommes u correspondant aux 
points M intérieurs au domaine quelconque D, nous aurons 



ffo comprend : 

(a) Deux fois le produit du vecteur A et des vecteurs différentiels 
émanant d'un point intérieur à D cl correspondaut à un autre point 
intérieur à D. 

Soit 2A la somme de ces produits. 

(I>) Une fois le produit du vecteur A et des vecteurs différentiels 
émanant d'un point intérieur à D et correspondant à un point extérieur 
à D; soit B. 
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(c) Une fois le produit du vecteur A et des vecteurs difft^renliels éma- 
nant d'un point extérieur ;i D cl correspondant à un point intérieur à D; 
soit C. 

On a donc 

{i3) ffui^aA + B + C. 

Calculons B, 

On peut grouper los vecteurs différentiels qui entrent dans son expres- 
sion en pressions élémentaires de Navicr au travers de la surface S limi- 
tant D. 

Soient 8i» un petit élément de S, N son centre de figure, (a) la normale 
extérieure à S émanant de N, 1', So) la pression moyenne de Navier au 
travers de èbi. 

Les vecteurs différentiels qui concourent à former Pa^t» sont appliques 
en des points M extrêmement voisins de N. On peut donc admettre en 
première approximation que les vecteurs A émanant de tous ces points M 
sont sensiblement équipollents au vecteur A du point N. 

Dès lors, le produit de ces vecteurs différentiels et du vecteur A aura 
l'expression suivante : 

(P«^A^-i- PajA, -t- l'«Ai)âw, 

j.', y, z étant les coordonnées du point IV, 
Par suite on aura 

(ij) B = 2s(IVA^+IVA,-l-Pa;A,)ow. 

On trouvera de même 

(i5) C^ — 2s(P«*A^-i-IVA.,.+ I'a:A;)Ôw. 

li et C ont donc même valeur absolue en première approximation. 
D'un autre côté, on a évidemment 

A H- B = — Suporo f 2p, =^ ariornjA^-i- (i;5i ■^/lôro] Aj. + [if., - '- iiôralA;!, 

])ui5que (A -f- B)cst la somme des produits du vecteur A et de tous les 
vecteurs différentiels appliqués en un point intérieur à D. 
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On peut écrire celte relation, à cause de (8), 
(lO) A + B = i„pao(I,A,+ I,A, + lsAs). 

(.)n a maintenant en ( i3), îi t'aide de ( i i), ( 1 5) et ( iG) cl en passant 
aux intégrales [lar approximation, 

I ao=aA + B + f. = 2(A + l!) + (r.-ll) = ii(A + B) + !iC 
•''> =ar /"prfi!i(I,A,+ l,A, + IsA:)- r(P„A,+ P„A,+ l'„A.)rfu|. 

A l'aide de formules connues et de la transformation de Green, on trou- 
vera ensuite 

f{PaK,+ l'„A, + P„A,)rfi, 

= /'[(P„A,+ P,,A, + P„A=)», 

-(-(P,»A^+P„.\, -l-P,,A.)a, + (P„,\^4-P„A,+ l>„A,)s..]rf(., 

+ -j'-(P„A,+ P„A,+ Ps,A=)+ j^(P„A,+ P„A,+ P„A=)l''i!i 

+ P«»«+P,,A„-l-P„A„+a{P„A,:+P„A„-l-P„A„)lrfoi 
= / fda^^,k,-^■ I, A, -1- IsAs) H- Çd^ivk). 

On obtient ainsi en (i ^), 

lïD - — a r(PÂ)rfro. 
Kl avec (12) 

j pdrs X j p, 4^(ftij,{A„^î + . ..-t-2XtyX,y,) = ~i 1 rfoi(pÂ). 
Celle relation devant être vérifiée quel que soit D, on en conclut 

(.8) 
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En développant PA, la formule (i8) peut s'écrire sous forme d'une 
expression linéaire et liomogène en A„, Ay^, A^,, A^;, A.,, A^y, expres- 
sion qui doit être nulle quelles que soient ces six fonctions. Il faut en con- 
clure que les coefficients de ces fonctions sonl identiquement nuls, ce qui 
conduit aux six relations 



('9) 







P„=--p2:p, |^a:;3ro„ 








P„= - - p2p, ^JÎ^ro,, 




a) 




Pi= — — -P-Pt — ^Î^TîTl. 




il 




P,, = _Jp2p,^v,=,fe„ 








P„=- -p^p,'^ =i-r, ôro„ 








P,,= -^p2p,^^.y,3nT,. 




On en tire 








P = P 


. + P.^-»-P== = -%lp,/,^ 


,3ffl 



Ces formules connues sont les relations cherchées, qui donnent les six 
éléments du champ quadratique des pressions de Navier, sous forme d'in- 
tégrales de volume. 

88. A l'aide de la relation fondamentale des champs quadratiques on 
en tire 



p., = --plp,- 



+ ii,ic,(o.,p, + a,|3.)4-a:,j.,(a,p,H-a,p,)l. 



En projetant r, sur les directions (a) et (P) on obtient 

'■,|i = »,P,+;!',?. + --,P.; 
par suite 

+ -,a:,(o!,?, + <.,p,) + »,y,(<.,P, +a,p,). 
On peut donc écrire 

.%îp,/!,„X,-,p. 



(M) 



P.J = 
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Telle est la formule remarquable donnant la composante générale P^p de 
la pression de Navior, sous forme d'une intégrale de volume, dans Ir. cas 
du rayon d'aclivité. réduit. 

Chaque fois qu'une fonction P^^ se présentera dans ces conditions sous 
la forme 

p' et/' satisfaisant aux conditions exigées pour p et/, P'^p sera là fonction 
générale d'un champ quadratique P'. 

89. Remarquons encore, pour terminer, que, dans le cas du champ 
d'activité réduit, il n'y a pas d'inconvénient à supposer que/, soit fonction, 
outre de x], y\, z\, de certaines variables p", p", ..,, fonctions de a:, y 
et s, qui conserveraient des valeurs sensiblement constantes dans l'intérieur 
du champ d'activité d'un point du milieu. Ces variables joueraient alors le 
rôle de constanles dans les sommes que nous envisageons, et n'altéreraient 
pas nos conclusions. 



IV. — Application. Théorie de la propagation 
de la chaleur par conductibilité, dans les milieux indéfinis, par Fourier. 

90. Les théories de I élasticité (hypothèse des forces centrales) et la 
théorie de la propagation de la chaleur par conductibilité de Fourier offrent 
des applications immédiates des résultats analytiques que nous venons 
d'établir. 

Il nous a semblé intéressant de traiter ce dernier exemple, dont nous 
allons renouveler quelque peu l'exposition. Il est entendu que nous nous 
plaçons au point de vue analytique, et que nous n'entendons pas discuter ici 
la tliéorie de Fourier au point de vue de la réalisation physique des hypo- 
thèses qui en sont le point de départ ( ' ). 



(') La chaleur élanl une des formes du travail, il semble que l'on doive accorder plus de 
crédit au\ théories qui cKerchent l'origine de la propagation de la chaleur dans le travail 
pi'oduit par l'agitation calorifique. Consulter à ce sujet : J. BouSSINESq, Théorie analytique 
de la chaleur, t. 1 cl II, Gauthiei-Villars; igoi-igoS, 
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01. Hypothèse fondamentale de Fourier. — Soient T et T, les tem- 
pératures des deux particules M et M, d'un corps quelconque. 

Avec M. H. Poincarc (') nous admettrons, en généralisation de l'idée 
de Foiirirr, que, pendant le temps extrêmement court S/, la particule M, 
cède à la particule M une quantité de chaleur égale à 

ÔQ — *(r,,T){T, — T)âf, 

$(r,,T) étant une fonction de r, négligeable dès que /-, devient sensible. 

Nous admettrons, de plus, que SQ est proportionnel aux masses des deux 
particules en présence. 

Si p est la densité moyenne du corps en M, p, la densité moyenne du 
corps en M,, ces masses sont respectivement 

pÔci et piiSra,. 

Nous prendrons ainsi définitivement 

(21) ÔQ^pÔŒJxp.ôro, xvJ/{;-„ T)(T, — T)xô/, 

'■{' ('"( 1 T) étant encore négligeable dès que /■, devient sensible. 

92. La quantité totale de chaleur reçue au bout du temps Zt par la parti- 
cule M peut s'écrire 

C X p X in X 5T, 

C étant la chaleur spécifique du corps en M; ST l'accroissement de la tem- 
pérature au bout du temps ot.' 

D'un autre côlé, cette quantité totale de chaleur s'exprime par 

le signe Z s' adressant à toutes les particules échangeant de la chaleur avec M. 
En passant à la limite, ^l tendant vers zéro, on trouve donc l'équation 
suivante : 

Cpirox ^r^pôraip,^(r,T)(T,-T)ôoii, 



(') Consulter ; H. Poincark, Propagation de la chaleur, p. 4- Paris, Naud. i 
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ou bien encore 



C- 



■=£p,^.{riT)(T, — T)35J„ 



T et T, sont des fonctions continues des coordonnées des points M et M,, 
par rapport à oxyz; dans la somme D n'interviennent que des points M,, 
extrêmement rapprochés du point M. Avec les notations du n° 61 on peut 
donc écrire par approximation 

_ <JT (Ï'I' _ 



Ï.-T^:^^ 



Par suite 

(22) 

93. Posons 



,(/T 



2p,4-(/-,T)^ 



(.3) 



] K„ — -p2pi^(r,T}-î5t>ii; 
K,-:=-p2p,4'(/-,T)/,s,3ra„ 
K„— -p2p,i(/-,T)3,j-,8s„ 
K^^=:-p2p,^(/-,T)x,/,3ra,. 
D'après le paragraphe III du présent Chapitre, les quantités 



(?"„), (Sk„) (gK„) 



\ôx 



constituent les éléments d'un champ bitinéaire quadratique, dont le 
vecteur-force est donné par les trois projections 

p2p,^(/-,T)^x,3ra„ 
p2p.-H'-.T)^j',o^o„. 
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En effet, d'après le n" 89, on peut supposer que, dans les formules (8), 
i^ se met sous la forme particulière 



T cl -T- prennent en effet des valeurs que l'on peut supposer approximati- 
vement constantes pour toutes les positions du point M, auxquelles corres- 
pond une valeur sensible de '^(z, T). 

L'équation (19) démontre alors ta proposition énoncée. 
. Avec la formule du vecteur- force, on pourra alors écrire 

De même 

pIp, + (.,T) j^y, to,= 5- (- K„)+ ^- (j^ K„)+ 5; ( j^ K,,), 

Par suite, dans l'équation du mouvement (22) 



lCxpx^= ^(^^K.^-H^l. 



- -.-( ,- h^. ■+■ -r- K,v-|- ^-k;. 
rf/ \ojr ày ■' os - 1 

dz\dx ■'- Oy ' di ) 



La relation (2.')) est l'équation la plus générale du mouvement de 
la clialeur, déduite de l'hypotlièse du rayonnement particulaire de 
Fourier. 

Les six paramétres Kj.j., . . . , K^., constituent les éléments d'un champ biti- 
néaire quadratique K. des cot'fJicif'iUs df conducfibiti/è da corps envisagé. 

Les pressions normales K^^ de ce champ K sont les cocfficicitls de con- 
duclibililt' directe. 
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-^K,.. 




,-.^K., 


dj> '' dy ' 


-^■^==- 



Fj,, Fj., Fj sont les composantes du vecteur F des ]»roduils du cliamp de 
vecteurs dérivanl du potentiel T et du champ K. (n" 51). 

On pourrait dire par définition que F» est Xcjlux tir chaleur au travers 
du plan perpendiculaire à la direction (a). 

L'équation du mouvement (34) peut ainsi s'écrire 

r -fT à¥^ à¥y <)F, 

Le deuxième membre de(25) est la' divergence du vecteur F des flux de 
chaleurs ; d'après le n" 33, si T est le champ de vecteurs dérivant de T on a 

C X f> X -3- — T X 1 H- T X K, 

I étant le vecteur-force du cliamp K. 

94. Nous n'avons pas Tintcntion de développer ici toutes les conséqucncea 
que l'on peut déduire de l'équation (24), tant au point de vue analytique 
qu'au point de vue physique. Elles sont remarquablement exposées dans la 
Théorie analytique de la chaleur, par M. J , lioussinesq ( ' ). 

Faisons cependant la remarque suivante : Fourier et Poisson se sont 
bornés dans leurs recherches au cas des corps isotropes; le champ quadra- 
tique K. devient alors un champ normal K,, (n" S7) Kjj,= Kj, = K,-; 

Duhamel et Lamé ont étudié des milieux cristallisés dans lesquels la 



: le cas le plus j;énéral possible, celui oii dans les équations (aS) 
s de conductibilité différents au lieu de 6 (K^: ^ K^j-). 
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fonction '^(r,, T) dépendrait des deux angles déHnissant la direction de lu 
droite MM, ('). 

Duhamel est parvenu à introduire ainsi six coefficienls de conductibilitr 
dans réqualion de la propagation de la chaleur ('). 

Lamé a cru obtenir neuf coefficients, en supposant que la (juanlitè de 
chaleur échangée entre deux particules [formule (ai)j avait une valeur 
différente pour deux directions opposées l'une à l'autre ('). 

M. Boussincsq a remarqué (') que cette dernière hypothèse de l^amé 
n'a pas de sens au point de vue phj-sique. D'ailleurs, dans un Mémoire 
publié dans le Bull'-lin tfi- la Sociéti' mathèmaliqur ih France (1887, 
p. rG7), M. Carvallo a l'épris l'hypothèse de Duhamel et a prouve que ce ne 
peut être qu'à une imperfection de son analyse qu'est due la plus grande 
généralité des résultais obtenus par Lamé. 

l'our clore cette discussion, il nous parait intéressant de signaler qu'il 
n'est pas même nécessaire de faire l'hypothèse de Duhamel concernant Tin- 
(lucnce de la direction de MM, sur la quantité de chaleur échangée, pour 
obtenir six coefficienls de conductibilité. L'analyse que nous venons de 
faire prouve que l'hypolhèsc simple du rayonnement particulaire de Fourier 
conduit à une pareille généralisation de l'équation de la propagation do la 
chaleur, dans le cas du milieu hétérolrope. 



( ') Bot'5SiN>:so, Loc. cil., l. I, p. 6 et 7. 

(') Voir le Mémoire de Duhamel 5k/' la propagation de la chaleur dans les solides 
non isotropes (Journal de l'École Polytechnique, I. XHI). 
{') Lamé, Leçons sur la théorie analytique de la chaleur. 
(') BoussiNESQ, Théorie analytique de la chaleur, i. I, p. 7. 
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QUATRIÈME APPLICATION. 

CHAXPS Qt'ADHATIQtTCS l>' ATT H ACTION. — IVOXE^TS d'i.NEHTIR. 



I. - Potentiel d'attraction. 
93. Soient : 

j:,y, -, les coordonnées d'un point M de Tcspacc par rapport «us axes rec- 
tangulaires OXYZ; 
X|, Y,, Z,, lescoordonnéesd'unpoint M, par rapport aux mêmes axes; 
/■,, la grandeur absolue du segment M, M; 

les projections de M, M sur les axes de coordoiuiées ; 
/,, une fonction continue de r, ; 
p„ une fonction continue de X,, Y,, Z, ; 
1), un domaine de l'espace, limite par la surface fermée S; 
Sd,, un élément de volume compris dans le domaini- D, et enlouniiil le 
point M,. 

(Considérons l'intégrale 

\= fpJ,dtB„ 

correspondant au point M (x, y, z) et à tous les points M,(\,, V,, Z,) 
renfermés dans le domaine D. 
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I„ Ij., Ij pcuvenl être considérés comme les projections d'un vecteur 1 
de l'espace ayant origine au point M. ('e vecteur représente alors Vattrac- 
flon centrale exercée sur l'unité de masse située au point M, par un milieu 
occupant l'espace D avec la densité p,, l'intensité de la force attirante étant 
marquée par la fonction /*, . 

L'attraction totale I constitue donc un champ de vecteurs dérivant du 
potentiel V. 

L'étude de la fonction potentielle V du champ d'attraction I, correspon- 
dant à diverses formes de la fonction /, et de la surface S, a donné Ueu à 
des recherches extrêmement intéressantes qui trouvent leur application en 
l'hysique mathématique ( ' ). 

96. On peut faire correspondre, au potentiel V, divers systèmes de 
champs bilinéaires quadratiques; considérons, par exemple, te champ 
guadraligue P, dérivant au deuxième ordre de la fonction V. 

On obtient, en posant — = «(/"i) et -^ — = «'(r,). 









;■„ et /'.p étant les projections de r, sur les directions (a) et (p), à l'aide 
de la formule fondamcntafe des champs quadratiques on trouvera, comme 



( < ) Consulter enlre autres, à ce sujel : 

H. PoiNcAHii, Théorie du potentiel newtonien. Paris, Naud, iS^r 

Appell, Traité de Afécuniqut rationnelle, t. III. Paris, Gauthic 
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p.,=£p, 






Le champ quadratique P' complémentaire du champ P (n" 2S) est 
donné par la formule 

Notons L le vecteur-force du champ P, et posons 



Nous aurons 



' dy '^ ds 



= f pi-Vir,)^ drni + 2 I p,i{'(r,)j:,rfGj,-l- / p,<^(r,)x,dat 

De mi>me, 

Ly= rp,[<j''('-.)xr. + 5 + (/-,)]j,rf5j„ 

Si l'on pose 

on voit que le vecteur L dérive d'un potentiel 
* = 1 p,9(r,)<Aïy| 
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cl qu'il peut aussi ilrc considéré comme une attraclinn centrale totale 
exercée sur Tunilé de masse en M, par le milieu du domaine I), rintciisité 
de la force étant cette fois marquée par la fonction ^{f, )■ 



II. — Champs quadratiques N et N.. 

97. De ce qui précède on peut conclure qu'au.c Heux sysU^mos de 
ehainps OiUnéairrs quadratiques suivants correspondent des ix^clt'urs- 
forccs assimilables à des résultantes d'attraction centrale : 

I" Champ quadratique N, déterminé parla relation fondamenlalo : 

N,^ 13 rp,n(r, )'■,<. xr,pX(fcr„ 

1I(/-,) étant i^e fonction continue quelconque de r,. 
I étant le vecteur-force du champ N, on a 

2° Champ quadratique normal N„ (n" 57), déterminé par la relation 
fondamentale 

Le vecteur-force 1» est donné par sa projection 

I„= rp,[n'(/-,);, + 3n(r,)]/-„xrfsj,. 

Tout champ quadratique résultant d'un certain nombre de champs iS el 
de champs N, aura aussi un vecteur-force assimilable à une résultante 
d'attraction centrale. 

98. Si nous supposons que le milieu renfermé dans !e domaine 1) est 
constitué par un ensemble de points matériels extrêmement rapprochés, 
isolés les uns des autres, et tels que si M et M, sont deux de ces points, 
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ot m et /«, leur masse, M et M, exercent l'un sur l'autre une action dirigée 
suivant la droite qui les joint, proportionnelle à leurs masses et à une 
l'onction y, (/■,) de leur distance /•,, la projection, sur la direction (a), du 
vecteur I qui représente Faction totale exercée par le milieu sur l'unité de 
niasse située au point M peut approximativement se représenter par Tinté- 
t;rale 

p, étant la densité moyenne du milieu aux environs du point M,. 

Les systèmes des champs quadratiques N et ^, qui peuvent correspondre 
au vecteur-force I pourraient être utilisés pour étudier ce champ d'attrac- 
tion I. Ces champs quadratiques déterminent des systèmes de pressions, 
diirérentes de celles déterminées aux deux Chapitres précédents. 

(jctte remarque donne encore plus de poids à l'observation que nous 
avons émise au 2" du n° 80. 



III< — AppUoation des champs quadratiques N. Homents d'inertie. 

î)9. Considérons le champ bilinéaire quadratique N déterminé par la 
fonction ; 

n(/-.)=-r. 



Nous obtenons 



N,3- fp. 



< rt^ X (fe,. 



Les cléments de ce champ quadratique déterminent les moments d'inertie 
du milieu renfermé dans le domaine D par rapport aux axes et aux plans 
passant par le point M(xyz). 

La pression cubique du champ N vaut en effet 

N est donc le moment d' inertie du milieu par rapport au point M. 
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8 a. VAxuimKi. 

La pression normale dans le champ N atteint 



N„=^p„ 



Nia ^5' donc le moment d'inertie du milieu par rapport au plan perpen- 
diculaire à la direction {a) passant par le point M. 

La quadrique directrice du champ N est un ellipsoïde ; elle peut servir à 
rcprt>sentcr les moments d'inertie du milieu par rapport aux divers plans 
passant par M. 

Le champ quadratique complémentaire N' du champ N (n" 2o) est 
donné par fa formule fondamentale 

La pression normale dans le champ N' vaut donc 

Ni«= N — Naa = fpt{r\ - rU) rfoJ,. 

(/•J — ''?a)est le carré de la distance du point M, à un axe de direction (a) 
passant par le point M. 

N^a est donc le moment d'inertie du milieu par rapport à cet axe, 

La quadrique directrice du champ \, qui est encore un ellipsoïde, 
représente donc les moments d'inertie du milieu par rapport aux axes de 
diverses directions passant par M. Elle constitue VellipsoTde d'inertie pro- 
prement dit dePoinsot('). 

100. Le champ de vecteurs dérivant de la pression cubique N détermine 
les éléments du centre de gravité G du milieu par rapport au point M. 
On obtient, en effet. 

Les vecteurs-forces I et l' des champs N et N' sont dans les mêmes con- 

(<) Voir, par exemple. Appell, Afécaniqut rationnelle, t. II, 1X96. p. Co. 
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